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Ãëàâà 1

Óâîä

Öåëòà íà òàçè äèïëîìíà ðàáîòà å äà ïðåäñòàâè íîâ òèï îò B-ñïëàéí ôóíêöèè:
Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíè. Òåçè B-ñïëàéíè ñà ïðåäëîæåíè îò ïðîô. Ëþáîìèð
Ò. Äå÷åâñêè, êàòî ïî-ïðîñò âàðèàíò íà ïî-ðàíî ïðåäëîæåíèòå îò íåãî Åêñïî-
ðàöèîíàëíè B-ñïëàéíè (âèæ [1]), è ñà ïðåäñòàâåíè çà ïúðâè ïúò íà ÷åòâúðòàòà
ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ "Multivariate Approximation: Theory and Applica-
tions" ïðîâåäåíà ïðåç ìàé 2007 â Êàíêóí, Ìåêñèêî (âèæ [5], [8]). Òåçè B-ñïëàéíè
èìàò íÿêîé èíòåðåñíè ñâîéñòâà, êîèòî ãè ïðàâÿò ìíîãî ëåñíè çà ïðàêòè÷åñêà
óïîòðåáà ïðè èíòåðïîëèðàíå íà êðèâè è ïîâúðõíèíè â Êîìïþòúðíîòî ãåîìåòðè÷íî
ìîäåëèðàíå. Äèïëîìíàòà ðàáîòà å ðàçðàáîòåíà â óíèâåðñèòåòà â Íàðâèê, Íîðâåãèÿ,
ñ ãîëÿìîòî ñúäåéñòâèå è ïîäêðåïà íà Èâàíà Ãàí÷åâà. Ðàçøèðåíà è ïî-ïîäðîáíà
âåðñèÿ íà äèïëîìíàòà ðàáîòà, ïðåäñòàâÿùà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíèòå çàåäíî
ñ ïðèìåð ïðàêòè÷åñêàòà èì óïîòðåáà, å [11].

Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíèòå è Åêñïî-ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè èìàò ìíîãî ïðèëèêè
ñ ïîëèíîìèàëíèòå B-ñïëàéíè. Ñúùî òàêà, òå ïðåäëàãàò è íÿêîé ïðåèìóùåñòâà
ïðåä îáèêíîâåíèòå ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíè è ñå íàäÿâàì, ÷å ùå ñà ïîëåçíî
äîïúëíåíèå êúì áîãàòîòî ðàçíîîáðàçèå íà B-ñïëàéíè è óñïåøíî ùå äîïúëíÿò
ïîëèíîìèàëíèòå B-ñïëàéíè. Äíåñ B-ñïëàéíèòå è NURBS ñà èíäóñòðèàëåí ñòàíäàðò
çà ïðåäñòàâÿíå, ïðîåêòèðàíå è èç÷èñëåíèå íà êðèâè è ïîâúðõíèíè. Òå ïðèâëÿêîõà
âíèìàíèåòî ìè ïî âðåìå íà ïðåáèâàâàíåòî ìè â óíèâåðñèòåòà â Íàðâèê, Íîðâåãèÿ,

1



2

êúäåòî áåøå ðàçðàáîòåíà òàçè äèïëîìíà ðàáîòà.

Äèïëîìíàòà ðàáîòà ñå êîíöåíòðèðà âúðõó àíàëèòè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà Áåòà-
ôóíêöèÿ B-ñïëàéíèòå.Ùå ïðåäñòàâÿ ôîðìóëèðîâêàòà íà òåçè ñïëàéíè è îñíîâíèòå
ñâîéñòâà íà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíà. Ùå äàì ïðèìåð çà èç÷èñëåíèåòî ìó â
ðàçëè÷íè áàçèñè. Íàêðàÿ ùå ïðåäñòàâÿ àíàëèòè÷íî èíòåðïîëàöèÿòà íà 2D è
3D êðèâè ñ òîçè B-ñïëàéí è ùå ðàçãëåäàì êðèâèòå íà Áåçèå, êàòî ïðèìåð çà
ëîêàëíè êðèâè ïðè èíòåðïîëàöèÿ ñ Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíè.



Ãëàâà 2

Âúâåäåíèå â ïðåäìåòà íà
B-ñïëàéíèòå

Â òàçè ãëàâà ùå íàïðàâèì âúâåäåíèå â òåìàòà íà B-ñïëàéíèòå êàòî çàïî÷íåì ñ
êðàòêà èñòîðèÿ â ÷àñò 2.1. Ñëåä òîâà ùå äèñêóòèðàìå îáèêíîâåíèòå B-ñïëàéíè,
òåõíèòå ñâîéñòâà è âëèÿíèåòî íà êðàòíèòå âúçëè âúðõó ãëàäêîñòòà â ÷àñò 2.2. Â
÷àñò 2.3 íàêðàòêî ùå ïðåäñòàâèì Åêñïî-ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè. Ñëåä òîâà, â
÷àñò 2.4, ùå ïðåìèíåì êúì îáîáùàâàíå íà äåôèíèöèÿòà íà B-ñïëàéíè, ïîëó÷åíè
÷ðåç 'èíòåãðèðàíå íà ãúðáèöè'.

2.1 Èñòîðèÿ

Òåðìèíà ñïëàéí ïðîèçëèçà îò èíñòðóìåíò � ãúâêàâà äúðâåíà ëåòâà, èçïîëçâàíà
çà ÷åðòàíå íà êðèâè îò ñðåäíîâåêîâíèòå äúðâîäåëöè. Â äíåøíî âðåìå òîé ñå
èçïîëçâà çà øèðîê êëàñ îò ôóíêöèè, êîèòî ñå èçïîëçâàò ïðè èíòåðïîëàöèÿ íà
äàííè èëè àïðîêñèìàöèÿ. Ñïëàéíèòå ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò çà èíòåðïîëàöèÿ
è/èëè èçãëàæäàíå íà åäíî-èçìåðíà è ìíîãî-èçìåðíà èíôîðìàöèÿ.

Òåðìèíà "Êîìïþòúðíî Ãåîìåòðè÷íî Ìîäåëèðàíå" (Computer-Aided Geomet-
ric Design (CAGD)) å âúâåäåí îò Ð. Áàðíõèë è Ð. Ðàéçåíôåëä ïðåç 1974 íà
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êîíôåðåíöèÿ â óíèâåðñèòåòà â Þòà, ñ÷èòàíà çà îñíîâàâàùî ñúáèòèå â òàçè
ñôåðà. Ïúðâèÿò ó÷åáíèê "Èç÷èñëèòåëíà ãåîìåòðèÿ çà êîíñòðóèðàíå è
ïðîèçâîäñòâî (Computational Geometry for Design and Manufacture)" å áèë èçäàäåí
ïðåç 1979 îò È. Ôî è Ì. Ïðàò. Íàó÷íîòî ñïèñàíèå "Êîìïþòúðíî ãåîìåòðè÷íî
ìîäåëèðàíå" å èçäàäåíî çà ïúðâè ïúò ïðåç 1984 îò Ð. Áàðíõèë è Ó. Áîóì.

Ïúðâèòå çàïèñè çà óïîòðåáà íà êðèâè çà ïðîèçâîäñòâî ñà áèëè ïðè äðåâíèòå
ðèìëÿíè çà êîðàáîñòðîåíåòî. Òå ñà èçïîëçâàëè ìîñòðè çà ïðàâåíå íà êîðàáíèòå
ïåðèëà. Ïðåç 1959 Ïîë Äå Êàñòåëüî, êîéòî ðàáîòåë â Citro�en, ðàçðàáîòèë ñèñòåìà
êîÿòî ãëàâíî öåëÿëà ìîäåëèðàíåòî íà êðèâè è ïîâúðõíèíè. Ñ óïîòðåáàòà íà
ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí è íåãîâèòå äåôèíèöèè ñå ïîÿâèë äîáðå ïîçíàòèÿò
àëãîðèòúì íà Äå Êàñòåëüî. Çà òàçè öåë òîé èçïîëçâàë êîíòðîëíè ïîëèãîíè.
Âìåñòî äà äåôèíèðà êðèâàòà (ïîâúðõíèíàòà) ÷ðåç òî÷íè îò íåÿ, òîé èçïîëçâàë
êîíòðîëíè ïîëèãîíè îò òî÷êè îêîëî êðèâàòà (ïîâúðõíèíàòà). Â íà÷àëîòî íà
1960-òå Ïèåð Áåçèå, êîéòî ðàáîòèë â Renault ïðåäñòàâèë îñíîâíà êðèâà êàòî
ñå÷åíèå íà äâà åëèïñîâèäíè öèëèíäúðà.

Â íà÷àëîòî íà 19-òè âåê Ôðåíå ïîñòàâèë íà÷àëîòî íà äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ
íà êðèâèòå. Òåîðèÿòà íà ïðèáëèçèòåëíîñòòà è ×èñëåíèÿ àíàëèç ñòàíàëè âàæíè
îáëàñòè çà îñíîâèòå íà CAGD. Â ñðåäàòà íà 1950-òå àìåðèêàíñêàòà êîìïàíèÿ
Áîèíã èçïîëçâàëà ñîôòóåð áàçèðàí íà êîíè÷íèòå êîíñòðóêöèè íà Ëèìèíã â
äèçàéíà íà ñàìîëåòíèòå êîðïóñè, a Äæ. Ôúðãþñúí è Ä. Ìàêëàðúí ìîäåëèðàëè
ðàçëè÷íè êðèâè çà äèçàéíà íà ñàìîëåòíèòå êðèëà. Èäåÿòà áèëà äà ñãëîáÿò
êóáè÷íè ïðîñòðàíñòâåíè êðèâè è äà ôîðìèðàò ñëîæíè êðèâè, êîèòî ìîãàò äà
ñå èíòåðïîëèðàò íà ìíîæåñòâî îò òî÷êè.

Â-ñïëàéíèòå (ñúêðàòåíî íà áàçèñíè ñïëàéíè) ñà ïðåäñòàâåíè îò É. Øîíáåðã
ïðåç 1946 çà ñëó÷àé íà óíèôèöèðàíè (ðàâíîîòñòîÿùè) âúçëè. Â-ñïëàéíè çà
íåóíèôèöèðàíè (íåðàâíîîòñòîÿùè) âúçëè ñå ðàçãëåæäàò îò Õ. Êúðè ïðåç 1947.
Ïðåç 1960 Êîêñ Äå Áóð, èçïîëçâàë Â-ñïëàéíèòå êàòî ñðåäñòâî çà ãåîìåòðè÷íî
ïðåäñòàâÿíå. Ðåêóðñèâíîòî èç÷èñëÿâàíå íà Â-ñïëàéí êðèâèòå å áëàãîäàðåíèå
íà íåãî è ñå íàðè÷à àëãîðèòúì íà Äå Áóð.
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Ôèãóðà 2.1: Ãðàôèêà íà k-òè B-ñïëàéí Nk,2 îò 2ðà ñòåïåí (3òè ðåä).

Îáðàçóâàíåòî íà Â-ñïëàéí êðèâè êàòî NURBS å ñòàíàëî ñòàíäàðòíà ôîðìà íà
êðèâà è ïîâúðõíèíà â CAD/CAM èíäóñòðèÿòà. Ïðîèçõîäà íà äóìàòà NURBS
èäâà îò "Nonuniform Rational B-spline".

Çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ îòíîñíî èñòîðèÿòà íà ãåîìåòðè÷íîòî ìîäåëèðàíå âèæòå
[10] "A History of Curves and Surfaces in CAGD" îò Äæåðàëä Ôàðèí.

Â äíåøíî âðåìå B-ñïëàéíèòå ñå èçïîëçâàò â øèðîê ñïåêòúð îò âèðòóàëíè ïðîäóêòè,
êàòî: èãðàëíè è àíèìàöèîííè ôèëìè, êîìïþòúðíè èãðè, ñèìóëàöèè è ñèìóëàòîðè,
îáó÷àâàùè ñèñòåìè, VR ñèñòåìè êàòî "Second life" è äðóãè (âèæ [7]).

2.2 Ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíè

×àñòè÷íî ïîëèíîìèàëíè êðèâè îò äàäåíà ñòåïåí è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè
äî íÿêàêúâ ðåä ñà èçâåñòíè êàòî ñïëàéíè. Ñïëàéíèòå ñå èçïîëçâàò â ïðèëîæåíèÿ
âàðèðàùè îò îáðàáîòêà íà îáðàçè, êîìïþòúðíî ìîäåëèðàíå, äî ðåøàâàíå íà
÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ïðîáëåìà çà êîíñòðóèðàíå íà ìðåæà îò
êðàéíè åëåìåíòè, êîèòî èíòåðïîëèðàò èëè àïðîêñèìèðàò ìíîãîìåðíà èíôîðìàöèÿ
å îñíîâåí ïðîáëåì. êîèòî ñå èçñëåäâà â ãåîìåòðè÷íîòî ìîäåëèðàíå. Ïàðàìåòðè÷íèòå
ñïëàéíè ñà âåêòîðè îò ìíîãî-àðãóìåíòíè ïîëèíîìèàëíè (èëè ðàöèîíàëíè) ôóíêöèè.

B-ñïëàéí å ñïëàéí ôóíêöèÿ, êîÿòî èìà ìèíèìàëåí íîñèòåë ïðè äàäåíà ñòåïåí,
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ãëàäêîñò è äåôèíèöèîííà ÷àñò. Îñíîâíà òåîðåìà ãëàñè, ÷å âñÿêà ñïëàéí ôóíêöèÿ
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò B-ñïëàéíè îò ñúùàòà ñòåïåí
è ãëàäêîñò âúðõó ñúùàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò. Òåðìèíà B-ñïëàéí å ïðåäëîæåí
îò Øîåíáúðã (Schoenberg) è å ñúêðàòåíà ôîðìà íà áàçèñåí ñïëàéí.

Ïðè êîìïþòúðíîòî ãåîìåòðè÷íî ìîäåëèðàíå è êîìïþòúðíàòà ãðàôèêà òåðìèíà
B-ñïëàéí ÷åñòî îçíà÷àâà ñïëàéí êðèâà ïàðàìåòðèçèðàíà îò ñïëàéí ôóíêöèÿ,
êîÿòî å èçðàçåíà êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò B-ñïëàéíè (â ìàòåìàòè÷åñêèÿ
ñìèñúë).

Ñåãà ùå äàäåì îïðåäåëåíèå çà B-ñïëàéí è ùå âúâåäåì îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ, êîèòî
ñå èçïîëçâàò. Íåêà å äàäåíî ìíîæåñòâî T îò n + 1 íå-íàìàëÿâàùè ÷èñëà, t0 ≤
t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn. Åëåìåíòèòå íà òîâà ìíîæåñòâî ùå íàðè÷àìå âúçëè (knots) ,
à ñàìîòî ìíîæåñòâî � âåêòîð îò âúçëè (knot vector), à ïîëóîòâîðåíèÿ èíòåðâàë
[ti, ti + 1) e i-òàòà îáâèâêà (span). Íÿêîé âúçëè ìîæå äà ñà ðàâíè. Àêî âúçåëà
ti ñå ïîÿâÿâà ik íà áðîé ïúòè (ò.å. ti = ti+1 = · · · = ti+ik−1), ùå êàçâàìå, ÷å
å ti å êðàòåí âúçåë (multiple knot) ñ êðàòíîñò ik. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, àêî ti ñå
ïîÿâÿâà ñàìî âåäíúæ, ùå êàçâàìå ÷å å ïðîñò âúçåë (simple knot). Àêî âúçëèòå ñà
ðàâíîìåðíî ðàçïîëîæåíè, òî âåêòîðà îò âúçëè ñå íàðè÷à óíèôèöèðàí (uniform
knot vector), â ïðîòèâåí ñëó÷àé òîé å íåóíèôèöèðàí (non-uniform knot vector).
Âúçëèòå ìîãàò äà áúäàò ðàçãëåæäàíè êàòî òî÷êè, êîèòî ðàçäåëÿò èíòåðâàëà
[t0, tn] íà ïîäèíòåðâàëè. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà âñè÷êè B-ñïëàéí áàçèñíè
ôóíêöèè ñå ïðåäïîëàãà, ÷å å [t0, tn].

k-òàòà B-ñïëàéí áàçèñíà ôóíêöèÿ îò ñòåïåí p, çàïèñàíà êàòî Nk,p(u), ñå äåôèíèðà
÷ðåç ñëåäíàòà ðåêóðñèâíà ôîðìóëà:

Nk,0(t) =





1 àêî t ∈ [tk, tk+1)

0 èíà÷å

Nk,p(t) =
t− tk

tk+p − tk
Nk,p−1(t) +

tk+p+1 − t

tk+p+1 − tk+1

Nk+1,p−1(t).

(2.1)

Òàçè ôîðìóëà ñå íàðè÷à ðåêóðñèâíà ôîðìóëà íà Êîêñ/Äå Áóð.

Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå ïîëèíîìèàëíè ñïëàéíè ñà ÷àñòè÷íî êîíñòàíòíè, ÷àñòè÷íî
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ëèíåéíè è ãëàäêè B-ñïëàéíè. ×àñòè÷íî êîíñòàíòíèòå B-ñïëàéíè (âèæ Ôèãóðà
2.2) ñà îò ïúðâè ðåä è ñà íàé-ïðîñòèòå ñïëàéíè. Òå ñà äåôèíèðàíè ñàìî âúðõó
åäíà îáâèâêà (span) è ñà ïðåêúñíàòè âúâ âúçëèòå. ×àñòè÷íî ëèíåéíèòå B-ñïëàéíè
(âèæ Ôèãóðà 2.3) ñà ñïëàéí ôóíêöèè îò 2-ðè ðåä (1-âà ñòåïåí), äåôèíèðàíè ñà
âúðõó äâà ñúñåäíè îáâèâêè è ñà íåïðåêúñíàòè âúâ âúçëèòå, íî íå ñà
äèôåðåíöèðóåìè. Ãëàäêèòå B-ñïëàéíè (âèæ Ôèãóðà 2.4) ñà ñïëàéí ôóíêöèè îò
2-ðà èëè ïî-âèñîêà ñòåïåí è ñà ñúîòâåòíî íåïðåêúñíàòè è äèôåðåíöèðóåìè âúâ
âúçëèòå.

2.2.1 Ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèàëíèòå B-ñïëàéíè

Ùå èçáðîèì íÿêîé îò îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèàëíèòå B-ñïëàéí áàçèñíè
ôóíêöèè áåç äà ñå ñïèðàìå ïîäðîáíî íà òÿõ.

Ñâ1. Íåîòðèöàòåëíîñò � Nk,p(t) å íåîòðèöàòåëíî çà âñÿêî k, p è t.

Ñâ2. Ëîêàëåí íîñèòåë (Local Support) � Nk,p(t) å íåíóëåâ ïîëèíîì â èíòåðâàëà
[tk, tk+p+1). Îùå ïîâå÷å Nk,p(t) = 0 çà âñÿêî t èçâúí òîçè èíòåðâàë.

Ñâ3. Ðàçáèâàíå íà åäèíèöàòà (Partition of Unity) � Ñóìàòà îò âñè÷êè íåíóëåâè
áàçèñíè ôóíêöèè îò ñòåïåí p â ìåæäóâúçëîâèÿ èíòåðâàë [tk, tk+1) å 1.
Ñúùî òàêà çà âñåêè òàêúâ èíòåðâàë [tk, tk+1), íàé-ìíîãî p + 1 íà áðîé
áàçèñíè ôóíêöèè îò ñòåïåí p ñà ðàçëè÷íè îò íóëà: Nk−p,p(t), Nk−p+1,p(t),
Nk−p+2,p(t), ..., Nk,p(t).
Èìàìå:

p∑
i=0

Nk−p+i,p(t) = 1, çà t ∈ [tk, tk+1)

Ñâ4. Áàçèñíàòà ôóíêöèÿ Nk,p(t) å Cp−ik íåïðåêúñíàòà âúâ âúçåë ñ êðàòíîñò
ik. Ñëåäîâàòåëíî óâåëè÷àâàíåòî íà êðàòíîñòòà, íàìàëÿâàìå íèâîòî íà
íåïðåêúñíàòîñò. Ïðè óâåëè÷àâàíå íà ñòåïåíòà ñå óâåëè÷àâà è
íåïðåêúñíàòîñòòà.

Ñâ5. Àêî áðîÿ íà âúçëèòå å n + 1, ñòåïåíòà íà áàçèñíèòå ôóíêöèè å p, à
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Ôèãóðà 2.2: ×àñòè÷íî êîíñòàíòåí B-ñïëàéí. Òîçè B-ñïëàéí å îò 1-âè ðåä è
ôèãóðàòà ÿñíî ïîêàçâà, ÷å å ïðåêúñíàò âúâ âúçëèòå.

Ôèãóðà 2.3: ×àñòè÷íî ëèíååí B-ñïëàéí � 2-ðè ðåä ñïëàéí. Âèæäàìå, ÷å B-
ñïëàéí å íåïðåêúñíàò âúâ âúçëèòå, íî íå å äèôåðåíöèðóåì.

áðîÿ íà áàçèñíèòå ôóíêöèè îò ñòåïåí p å m + 1, òî n = m + p + 1. Çà
äà îáîáùèì, àêî èìàìå äàäåíè n è p, òî ìîæåì äà íàìåðèì áðîÿ íà
áàçèñíèòå ôóíêöèè îò ñòåïåí p ÷ðåç ðàâåíñòâîòî n = m − p − 1 è òå
ñà: N0,p(t), N1,p(t), N2,p(t), . . . , Nn,p(t).

2.2.2 Ïðèìåðè

Íåêà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà íà ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíè. 1 Êàêòî çíàåì
B-ñïëàéí ôóíêöèÿòà Nk,p(t) èìà êîìïàêòåí íîñèòåë (compact support). Òîâà

1Ãðàôèêèòå íà ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíè ñà ãåíåðèðàíè ñ ïîìîùòà íà èíòåðíåò áàçèðàíî
ïðèëîæåíèå [14], ñëóæåùî çà ãåíåðèðàíå íà ãðàôèêè íà ñïëàéíè, êðèâè è ïîâúðõíèíè.
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Ôèãóðà 2.4: Ãëàäúê B-ñïëàéí îò 4-òè ðåä. Ïî-âèñîêàòà ñòåïåí íà B-ñïëàéíà
ìó ïîçâîëÿâà íåïðåêúñíàòîñò è äèôåðåíöèðóåìîñò âúâ âúçëèòå.

îçíà÷àâà, ÷å òàçè ôóíêöèÿ å íóëà èçâúí äàäåí èíòåðâàë. Íîñèòåëÿò çàâèñè
îò ðåäèöàòà îò âúçëè è âèíàãè ñúäúðæà èíòåðâàëèòå ìåæäó íÿêîëêî ñúñåäíè
âúçåëà. Íîñèòåëÿò íà B-ñïëàéí îò ðåä q ñúäúðæà q + 1 âúçåëà, êàòî åäèí èëè
ïîâå÷å îò òÿõ ìîæå äà ñúâïàäàò � êðàòåí âúçåë. Ñëåäîâàòåëíî ïðè íàðàñòâàíå
íà ñòåïåíòà íà B-ñïëàéíà, íàðàñòâà è ðàçìåðà íà íîñèòåëÿ (blowing up of the
support) è ìåæäó äâà ñúñåäíè âúçåëà èìà ïîâå÷å íåíóëåâè B-ñïëàéíè. Òàêà ñ
óâåëè÷àâàíå íà ñòåïåíòà ñå óâåëè÷àâà è ãëàäêîñòòà, íî èç÷èñëåíèåòî íà
èíòåðïîëèðàùàòà ôóíêöèÿ ñòàâà ïî ñëîæíî.

Íà Ôèãóðè 2.2, 2.3 è 2.4 ìîæåì äà âèäèì ïðèìåð çà ÷àñòè÷íî êîíñòàíòíè,
÷àñòè÷íî ëèíåéíè è ãëàäêè B-ñïëàéíè ñ ïðîñòè âúçëè. Ôèãóðà 2.2 ïîêàçâà B-
ñïëàéí îò 1-âè ðåä è êàêòî ìîæåì äà âèäèì íîñèòåëÿò ìó îáõâàùà äâà ñúñåäíè
âúçåëà, íà Ôèãóðà 2.3 èìàìå B-ñïëàéí îò 2-ðè ðåä è íîñèòåëÿò ìó âå÷å îáõâàùà
òðè ïîðåäíè ïðîñòè âúçåëà. Ñ íàðàñòâàíåòî íà ñòåïåíòà/ðåäà, íàðàñòâà è áðîÿ
íà ïîðåäíè âúçëè âëèçàùè â íîñèòåëÿò íà B-ñïëàéíà è íà Ôèãóðà 2.4 ìîæåì äà
âèäèì B-ñïëàéí îò 4-òè ðåä, êúäåòî ñà îáõâàíàòè ïåò ïîðåäíè ïðîñòè âúçåëà.

Êðàòíèòå âúçëè îêàçâàò çíà÷èòåëíî âúçäåéñòâèå âúðõó ïðàêòè÷åñêîòî èç÷èñëåíèå
íà ïîëèíîìèàëíèòå B-ñïëàéíè. Íåêà âèäèì êàêâî ñå ñëó÷âà êîãàòî èìàìå òàêèâà
âúçëè. Çíàåì, ÷å àêî êðàòíîñòòà íà âúçåëà íàðàñòâà, òî B-ñïëàéíà ñòàâà âñå ïî-
ìàëêî ãëàäúê, äîêàòî íå ñå ïîëó÷è ïðåêúñâàíå. Êðàòíîñòòà íà âúçëèòå âëèÿå ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí íà ãëàäêîñòòà: àêî âúçåë t ñå ïîÿâÿâà òî÷íî m ïúòè â ðåäèöàòà
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Ôèãóðà 2.5: Ïðèìåðè íà ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíè îò 4-òè ðåä ñ êðàòíè
âúçëè. Íà èçîáðàæåíèå (a) âèæäàìå ïîëó÷àâàíåòî íà 'ðúá÷å' ïðè âúçåë ñ
êðàòíîñò 3. Íà èçîáðàæåíèÿ (b) è (c) èìàìå âúçåë ñ êðàòíîñò 4 è ñïëàéíà
å ïðåêúñíàò, çàùîòî êðàòíîñòòà íà âúçåëà å ïî-ãîëÿìà îò ñòåïåíòà íà B-
ñïëàéíà.
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tk, . . . , tk+p, òî B-ñïëàéíà Nk,p è íåãîâèòå ïúðâè p−m− 1 ïðîèçâîäíè ñà
íåïðåêúñíàòè âúâ âúçåëà t, äîêàòî p−m-òàòà ïðîèçâîäíà èìà ñêîê â t.

Ñ êðàòíîñòòà íà âúçëèòå ñà ñâúðçàíè ìíîãî èíòåðåñíè ñâîéñòâà íà îáèêíîâåíèòå
ïîëèíîìèàëíèòå B-ñïëàéíè. Òóê ùå ñïîìåíåì íÿêîè îò òÿõ:

1. Âñåêè âúçåë ñ êðàòíîñò m ðåäóöèðà íåíóëåâèÿ îáëàñò íà íàé-ìíîãî m− 1

áàçèñíè ôóíêöèè. Ðàçãëåæäàìå Nk,p(t) è Nk+1,p(t). Ïúðâèÿ å íåíóëåâ â
[tk, tk+p+1), äîêàòî âòîðèÿ å íåíóëåâ â [tk+1, tk+p+2). Àêî ïðåìåñòèì tk+p+2

äî tk+p+1, òàêà ÷å tk+p+1 ñòàâà äâîåí âúçåë, òî íîñèòåëÿò íà Nk,p(t) âñå
îùå èìà p+1 èíòåðâàëà ìåæäó ñúñåäíè âúçëè, íî áðîÿ íà òåçè èíòåðâàëè
å íàìàëÿë ñ åäèíèöà, çàùîòî èíòåðâàë [tk +p+1, tk +p+2) âå÷å å èç÷åçíàë.
Îáîáùåíî, ñúçäàâàíåòî íà âúçåë ñ êðàòíîñò m ïîâëèÿâà íà m−1 ïîëèíîìèàëíè
B-ñïëàéí áàçèñíè ôóíêöèè.

2. Âúâ âñåêè âúòðåøåí âúçåë ñ êðàòíîñò m, áðîÿ íà íåíóëåâèòå ïîëèíîìèàëíè
B-ñïëàéí áàçèñíè ôóíêöèè îò ñòåïåí p å íàé-ìíîãî p−m + 1.

Òåçè ñâîéñòâà ìîãàò äà ñå âèäÿò ïðè ïîëèíîìèàëíèÿ B-ñïëàéíè îò 3-òà ñòåïåí,
ïîêàçàí íà Ôèãóðà 2.5 (a), (b) è (c). Íà Ôèãóðà 2.5 (a) âèæäàìå ïîëó÷àâàíåòî
íà 'ðúá÷å' ïðè âúçåë ñ êðàòíîñò 3. Ñúùî òàêà ïðåç òîçè âúçåë ìèíàâà ñàìî
åäèí, à ïðåç âúçåëà ñ êðàòíîñò 2 � äâà íåíóëåâè ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíà. Íà
Ôèãóðà 2.5 (b) è (c) èìàìå âúçåë ñ êðàòíîñò 4 è ñïëàéíà å ïðåêúñíàò, çàùîòî
êðàòíîñòòà íà âúçåëà å ïî-ãîëÿìà îò ñòåïåíòà íà B-ñïëàéíà.

2.3 Åêñïî-ðàöèîíàëíè B-ñïëàéíè

Åêñïî-ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè (ÅÐÁÑ) ñà íîâ âèä B-ñïëàéíè, íàñêîðî ïðåäëîæåíè
îò ïðîô. Ëþáîìèð. Ò. Äå÷åâñêè. Òåçè ñïëàéíè îòêðèâàò ìíîãî íîâè âúçìîæíîñòè
çà ìîäåëèðàíå íà ïîâúðõíèíè è òðèàíãóëàöèè â Êîìïþòúðíîòî ãåîìåòðè÷íî
ìîäåëèðàíå, íî òå íÿìà äà áúäàò òåìà íà äèñêóñèÿ â òàçè ðàáîòà. Â òàçè ãëàâà
ùå äàäåì îñíîâíàòà ôîðìóëèðîâêà íà Åêñïî-ðàöèîíàëíàòà B-ñïëàéí áàçèñíà
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Ôèãóðà 2.6: Ãðàôèêà íà ÅÐÁÑ áàçèñíà ôóíêöèÿ Bk(t) (ïëúòíî ÷åðâåíî) è
íåãîâàòà ïúðâà ïðîèçâîäíà (ñèí ïóíêòèð). Âúçëèòå tk−1, tk è tk+1 ñà ñúùî
îòáåëÿçàíè íà ãðàôèêàòà.

ôóíêöèÿ è ùå ïîñî÷èì íÿêîé âàæíè ñâîéñòâà. Ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ îòíîñíî
òåçè ñïëàéíè ìîæå äà áúäå íàìåðåíà â [1] è [2], à îòíîñíî ïðàêòè÷åñêàòà èì
óïîòðåáà � â [12].

Òèïè÷íîòî çà òîçè âèä B-ñïëàéíè å, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà áàçèñíàòà ôóíêöèÿ
(èçðàç 2.4) å åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ ñ ðàöèîíàëíà ñòåïåí. Îò òàì èäâà è
èìåòî "Åêñïî-ðàöèîíàëíè B-ñïëàéíè".

Ùå äàäåí äåôèíèöèÿ çà ÅÐÁÑ. Íåêà èìàìå tk ∈ R è tk ≤ tk+1 çà k = 0, 1, 2, ..., n,
ò.å. ðàçãëåæäàìå íàðàñòâàù âåêòîð îò âúçëè {tk}n+1

k=0 . Îáîáùåíîòî îïðåäåëåíèå
çà Åêñïî-ðàöèîíàëåí B-ñïëàéí (ÅÐÁÑ) ñå îñíîâàâà íà íàðàñòâàù âåêòîð îò
âúçëè è çà âñåêè èíòåðâàë ìåæäó äâà ñúñåäíè âúçåëà èìàìå 5 ðàçëè÷íè ñúùåñòâåíè
ïàðàìåòúðà (intrinsic parameters) (âèæ [4], [6] è [3]). Äåôèíèöèÿòà å îòíîñíî òåçè
ïðåäèøíè ñòàòèè è å ïðåäëîæåíà ïúðâî îò ïðîô. Ëþáîìèð Äå÷åâñêè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Åêñïî-ðàöèîíàëåí B-ñïëàéí, ñâúðçàí ñ òðè íàðàñòâàùè
âúçåëà tk−1, tk è tk+1, Bk(t) = Bk(αk−1, βk−1, γk−1, λk−1, σk−1, αk, βk, γk, λk, σk; t)
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ñå äåôèíèðà ÷ðåç

Bk(t) =





Sk−1

t∫

tk−1

ψk−1(s)ds, àêî t ∈ (tk−1, tk],

Sk

tk+1∫

t

ψk(s)ds, àêî t ∈ (tk, tk+1),

0, èíà÷å,

(2.2)

êúäåòî

Sk =




tk+1∫

tk

ψk(t)dt



−1

ïðè tk < tk+1. (2.3)

è
ψk(t) = e

−βk
|t−((1−λk)tk+λktk+1)|2σk

((t−tk)(tk+1−t)γk )αk , (2.4)

êúäåòî
αk > 0, βk > 0, γk > 0, 0 ≤ λk ≤ 1, σk ≥ 0.

Ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íà ÅÐÁÑ áàçèñíàòà ôóíêöèÿ å:

DBk(t) =





Sk−1

tk−tk−1
ψk−1 ◦ wk−1(t), àêî t ∈ (tk−1, tk],

− Sk

tk+1−tk
ψk ◦ wk(t), àêî t ∈ (tk, tk+1),

0, èíà÷å.

(2.5)

Ñòîéíîñòèòå ïî ïîäðàçáèðàíå íà ðåàëíèòå ïàðàìåòðè (intrinsic parameters) ñà
αk = βk = γk = σk = 1, λk = 1

2
, k = 1, . . . , n.

Íà Ôèãóðà 2.6 å ïîêàçàíà ãðàôèêà íà Bk(t) (2.2) (â ÷åðâåíî) è íåãîâàòà ïúðâà
ïðîèçâîäíà (2.5) (â ñèíüî), çà êîåòî ñà èçïîëçâàíè ñòîéíîñòèòå ïî ïîäðàçáèðàíå
íà ïàðàìåòðèòå αk, βk, γk, λk, σk. Ôîðìàòà å êàìáàíîâèäíà (bell-shaped) è îáõâàùà
äâà èíòåðâàëà îò âúçëè. Ðàâåíñòâî (2.5) ïîêàçâà, ÷å ñêàëèðàíåòî íà ïúðâèòå
ïðîèçâîäíè çàâèñè îò ðàçìåðà íà èíòåðâàëà ìåæäó âúçëèòå, çàùîòî èíòåãðàëà
îò ïúðâèòå ïðîèçâîäíè âúðõó öåëèÿ èíòåðâàë òðÿáâà äà å 1. Íà Ôèãóðà 2.6
äâàòà èíòåðâàëà èìàò äúëæèíà 1.

Îáîáùåíàòà äåôèíèöèÿ íà ÅÐÁÑ ñå áàçèðà íà ïðîñòè âúçëè, íî óðàâíåíèå (2.2)
ïîçâîëÿâà óïîòðåáàòà íà êðàòíè âúçëè. Êðàòíèòå âúçëè ïðè ÅÐÁÑ ïðè÷èíÿâàò



2.3. ÅÊÑÏÎ-ÐÀÖÈÎÍÀËÍÈ B-ÑÏËÀÉÍÈ 14

ïðåêúñâàíå, òî÷íî êàêòî è ïðè ïîëèíîìèàëíèòå B-ñïëàéíè. Êîíñòàíòàòà Sk

(âèæ óðàâíåíèå 2.3) e ñêàëèðàùèÿò ôàêòîð (scaling factor) íà ÅÐÁÑ.

2.3.1 Ñâîéñòâà íà Åêñïî-ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè

Â òàçè ÷àñò ùå ïðåäñòàâèì íÿêîé îò îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà Åêñïî-ðàöèîíàëíèÿ
B-ñïëàéí (ÅÐÁÑ). Çà ñâîéñòâàòà, îòíàñÿùè ñå äî ñòîéíîñòèòå íà ïðîèçâîäíèòå
âúâ âúçëèòå è íåïðåêúñíàòîñòòà íà ïðîèçâîäíèòå â ñëó÷àÿ íà ïðîñòè âúçëè,
ñúùåñòâóâàò îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðèòå.

Èìàìå ñëåäíèòå îñíîâíè ñâîéñòâà:

Ñâ1. Bk(tk) = 1 çà âñÿêî k = 1, 2, . . . , n. Òîâà ñúùî å è ñâîéñòâî íà ïîëèíîìèòå
íà Ëàãðàíæ.

Ñâ2. Âñÿêà áàçèñíà ôóíêöèÿ Bk(t) å ïîëîæèòåëíà â (tk−1, tk+1) è íóëà èíà÷å.

Bk(t)





> 0, t ∈ (tk−1, tk+1)

0, èíà÷å

Ñâ3. Ìíîæåñòâîòî îò ÅÐÁÑ áàçèñíè ôóíêöèè Bk(t) çà k = 1, 2, . . . , n îáðàçóâà
ðàçáèâàíå íà åäèíèöàòà (àôèííà êîìáèíàöèÿ) â (t1, tn]:

n∑

k=1

Bk(t) = 1, çà âñÿêî t ∈ (t1, tn].

Ñëåäâà, ÷å àêî tk < t ≤ tk+1, òî Bk(t) + Bk+1(t) = 1.

Ñâ4. Âñÿêà áàçèñíà ôóíêöèÿ Bk(t) å C∞-ãëàäêà â R.

Ñâ5. Âñè÷êè ïðîèçâîäíè íà âñè÷êè áàçèñíèòå ôóíêöèè ñà íóëè â òåõíèÿò ìåæäèíåí
âúçåë tk.

DjBk(tk) = 0 çà j = 1, 2, . . . .

Â äåéñòâèòåëíîñò, òå ñà íóëè âúâ âñè÷êè âúçëè.

Àêî îáîáùèì ðåçóëòàòà îò òåçè ñâîéñòâà, òî ìîæå äà íàïðàâèì íÿêîé âàæíè
èçâîäà. Ñâîéñòâî Ñâ1 ïîêàçâà, ÷å èíòåðïîëàöèÿòà å îò Ëàíãðàíæîâ âèä.
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Ñâîéñòâî Ñâ2 ïîêàçâà, ÷å ëîêàëíèÿ íîñèòåë çàåìà äâà èíòåðâàëà, òî÷íî êàêòî
ïðè ëèíåéíèòå B-ñïëàéíè. Ñâîéñòâî Ñâ3 ïîêàçâà, ÷å ÅÐÁÑ íå ñå ïðîìåíÿò
ïðè àôèííè òðàíñôîðìàöèè, êîåòî ñúùî å ñâîéñòâî è íà B-ñïëàéí/Áåðíùàéí
ïîëèíîìèòå (îáÿñíåíî â [9]). Ñâîéñòâà Ñâ2 è Ñâ3 ïîêàçâàò, ÷å ÅÐÁÑ íå å
ñàìî àôèííà êîìáèíàöèÿ, íî è èçïúêíàëà êîìáèíàöèÿ (convex combination)
(îáðàçóâà ïîëîæèòåëíî ðàçáèâàíå íà åäèíèöàòà). ÑâîéñòâàÑâ1 èÑâ4 ïîêàçâàò,
÷å áàçèñíèòå ôóíêöèè ñà â R, êîãàòî âúçëèòå ñà ïðîñòè. ÑâîéñòâîÑâ5 ïîçâîëÿâà
Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ. ÑâîéñòâàÑâ1,Ñâ2 èÑâ3 ñà îáùè çà ÅÐÁÑ è ëèíåéíèòå
B-ñïëàéíè.

Ïðè ñïîìåíàòèòå îãðàíè÷åíèÿ çà ïàðàìåòðèòå, Åêñïî-ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè
èìàò ñâîéñòâîòî íà Åðìèòîâàòà èíòåðïîëàöèÿ. Òúé êàòî Bk(tk) = 1 è âñè÷êè
äðóãè áàçèñíè ôóíêöèè çà íóëè â tk, òî èìàìå ñòðîãà èíòåðïîëàöèÿ îò Ëàãðàíæîâ
âèä. Ñúùî òàêà ôàêòà, ÷å âñè÷êè ïðîèçâîäíè íà âñè÷êè áàçèñíè ôóíêöèè Bk(t)

ñà íóëè â òåõíèòå ìåæäèííè âúçëè tk ïîçâîëÿâà Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ îò
âñÿêàêâà ñòåïåí, ò.å. áðîÿ ïðîèçâîäíè, êîèòî ìîæåì äà èçïîëçâàìå ïðè Åðìèòîâàòà
èíòåðïîëàöèÿ å íåîãðàíè÷åí.

2.3.2 Ïðèìåðè

Íåêà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà íà Åêñïî-ðàöèîíàëíè B-ñïëàéíè. Íà Ôèãóðà
2.7 å ïîêàçàíà ãðàôèêà íà Bk(t) (2.2) (â ÷åðâåíî) è íåãîâàòà ïúðâà ïðîèçâîäíà
(2.5) (â ñèíüî). Îáâèâêàòà íà ÅÐÁÑ îáõâàùà ñàìî äâà ñúñåäíè èíòåðâàëà îò
âúçëè, òî÷íî êàêòî ÷àñòè÷íî ëèíåéíèòå B-ñïëàéíè (âèæ Ôèãóðà 2.3). Â ñëó÷àÿ
íà ÅÐÁÑ, ïðè íàðàñòâàíå íà ñòåïåíòà íà B-ñïëàéíà, ðàçìåðà íà íîñèòåëÿ íå ñå
ïðîìåíÿ.

Íà ôèãóðà 2.8 (a), (b) è (c) âèæäàìå ãðàôèêè íà Åêñïî-ðàöèîíàëíè B-ñïëàéí
áàçèñíè ôóíêöèè ïðè ðàçëè÷åí èçáîð íà ïàðàìåòðèòå íà
Bk(t) = Bk(αk−1, βk−1, γk−1, λk−1, σk−1, αk, βk, γk, λk, σk; t). Ñúùåñòâåíàòà ðàçëèêà
ìåæäó îáèêíîâåíèòå ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíè è Åêñïî-ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè
å, ÷å êðàòíîñòòà íà âúçëèòå ïðè ÅÐÁÑ íå âëèÿå íà ãëàäêîñòòà íà ñïëàéíà.
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Ôèãóðà 2.7: Ãðàôèêà íà k-òà ÅÐÁÑ áàçèñíà ôóíêöèÿ Bk.

Ôèãóðà 2.8: Ãðàôèêè íà ÅÐÁÑ áàçèñíà ôóíêöèÿ ñ 1âè(a), 2ðè(b) è 3òè(c) ðåä
íà íåïðåêúñíàòîñò.



2.4. ÏÐÅÄÑÒÀÂßÍÅ ÍÀ ÎÁÎÁÙÅÍÀ ÄÅÔÈÍÈÖÈß ÍÀ
B-ÑÏËÀÉÍ 'Ñ ÈÍÒÅÃÐÈÐÀÍÅ ÍÀ ÃÚÐÁÈÖÈ' 17

2.4 Ïðåäñòàâÿíå íà îáîáùåíà äåôèíèöèÿ íà B-
ñïëàéí 'ñ èíòåãðèðàíå íà ãúðáèöè'

Êîíñòðóêöèÿòà çà ïîëó÷àâàíå íà Åêñïî-ðàöèîíàëíè B-ñïëàéíè - ïîëîæèòåëíà
ãúðáîâèäíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà îòëÿâî íà íîñèòåëÿ, îòðèöàòåëíà ãúðáîâèäíà
ôóíêöèÿ äåôèíèðàíà îòäÿñíî è èíòåãðèðàíå íà òåçè ôóíêöèè â ñúîòâåòíèòå
÷àñòè îò íîñèòåëÿ íà B-ñïëàéíà, çà äà ñå ïîëó÷è áàçèñíèÿ ñïëàéí, ìîæå äà
ñå ôîðìàëèçèðà çà âñÿêàêâà ãúðáîâèäíà ôóíêöèÿ, êàòî ïðè òîâà ùå ñå çàïàçÿò
ìíîãî îò èíòåðåñíèòå ñâîéñòâà. ×ðåç èíòåãðèðàíåòî è åâåíòóàëíîòî íîðìàëèçèðàíå
íà èíòåãðàëà, ïîëó÷àâàìå ðàçáèâàíåòî íà åäèíèöàòà (partition of unity). Òîâà
ïðåäñòàâëÿâà èíòåðåñ çà âñÿêàêâè ôîðìè íà ãúðáèöè, äàæå è çà êîìáèíèðàíè,
çà òîâà å õóáàâî äà ñå ôîðìàëèçèðà. Òàçè çàäà÷à çà îáùà ôîðìàëèçàöèÿ íÿìà äà
áúäå íàïðàâåíà òóê, à ñàìî ùå ðàçãëåäàìå íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ãúðáèöàòà
íå å åêñïî-ðàöèîíàëíà, à å ïîëèíîì íà Áåðíùàéí. Ãåîìåòðè÷íèòå ñâîéñòâà íà
òåçè B-ñïëàéíè íå ñà òîëêîâà óíèâåðñàëíè êàòî ÅÐÁÑ, íî òúé êàòî ñà ïî-ïðîñòè
ìîãàò äà ñå èçñëåäâàò àíàëèòè÷íî, íàïðèìåð ìîãàò äà ñå ñìåòíàò òî÷íî.

Íåêà äàäåì àíàëèòè÷íà îïðåäåëåíèå íà òîçè îáîáùåí B-ñïëàéí 'ñ èíòåãðèðàíå
íà ãúðáèöè'.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Îáîáùåí B-ñïëàéí 'ñ èíòåãðèðàíå íà ãúðáèöè', ñâúðçàí ñ
òðè íàðàñòâàùè âúçåëà tk−1, tk è tk+1, Bk(t) ñå äåôèíèðà ÷ðåç

Bk(t) =





Sk−1

t∫

tk−1

ψk−1(s)ds, àêî t ∈ (tk−1, tk],

Sk

tk+1∫

t

ψk(s)ds, àêî t ∈ (tk, tk+1),

0, èíà÷å,

êúäåòî

Sk =




tk+1∫

tk

ψk(t)dt



−1

ïðè tk < tk+1.

è ψk(t) å îáùà 'ãúðáîâèäíà' ôóíêöèÿ.
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Çàáåëåæêà 2.1. Åäèíñòâåíîòî îãðàíè÷åíèå çà ôóíêöèÿòà ψk(t), å äà å äåôèíèðàíà
âúðõó (tk, tk+1) è ψk(tk) = ψk(tk+1) = 0, è äà å îò êàìáàíîâèäåí òèï.

Òàçè êîíñòðóêöèÿ íà îáîáùåíèÿ ÅÐÁÑ å âàëèäíà ñàìî çà âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà,
êúäåòî áàçèñíèòå âåêòîðè ñà ôóíêöèè.

ÅÐÁÑ å ìíîãî õóáàâ ïðèìåð çà òàêúâ B-ñïëàéí, çàùîòî âñè÷êè ïðîèçâîäíè íà
áàçèñíèòå ôóíêöèè ñà íóëè âúâ âúçëèòå.

Ïî-ïðîñòèÿ ïðèìåð ñ èçïîëçâàíåòî íà ïîëèíîìè íà Áåðíùàéí, íå ïðèòåæàâà
âñè÷êè õóáàâè ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà íà ÅÐÁÑ, íî å äîñòàòú÷íî ïðîñò, çà äà áúäå
ñìåòíàò òî÷íî. Òîçè B-ñïëàéí ùå áúäå îáåêò íà èçñëåäâàíå â òàçè äèñåðòàöèÿ,
êàòî çà ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ ùå ïîëçâàìå Îéëåðîâàòà Áåòà ôóíêöèÿ. Îò
òóê èäâà è íàèìåíîâàíèåòî íà òåçè Â-ñïëàéíè � Îéëåð Áåòà-ôóíêöèÿ Â-ñïëàéí,
íàêðàòêî ÁÔÁÑ.



Ãëàâà 3

Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí �
îïðåäåëåíèå è îñíîâíè ñâîéñòâà

Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå â ïîäðîáíîñòè íîâèÿ B-ñïëàéí ïðåäëîæåí îò Ëþáîìèð
Ò. Äå÷åâñêè � âèæ ÷àñò 2.4.

3.1 Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí (ÁÔÁÑ) � ïîäðîáíî
îïðåäåëåíèå

Íåêà tk ∈ R è tk < tk+1 çà k = 0, 1, 2, ..., n + 1, ò.e. íèå ùå ðàçãëåæäàìå ñòðîãî
íàðàñòâàù âåêòîð îò âúçëè {tk}n+1

k=0 .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí (Beta-function B-spline), ñâúðçàíà
ñ òðè ñòðîãî íàðàñòâàùè âúçåëà tk−1, tk è tk+1, Bk(t) = Bk(ik−1, ik, ik+1; t) ñå
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äåôèíèðàíå ÷ðåç

Bk(t) =





Sk−1

t∫

tk−1

ψk−1(s)ds, àêî t ∈ (tk−1, tk),

Sk

tk+1∫

t

ψk(s)ds, àêî t ∈ (tk, tk+1),

1, àêî t = tk,

0, èíà÷å,

(3.1)

ñ

Sk =




tk+1∫

tk

ψk(t)dt



−1

(3.2)

è

ψk(t) = Ck
(t− tk)

ik(tk+1 − t)ik+1

(tk+1 − tk)ik+ik+1
, t ∈ [tk, tk+1] (3.3)

êúäåòî

Ck =

(
ik + ik+1

ik

)
, (3.4)

è

il > 0, l = k − 1, k, k + 1. (3.5)

Íèå ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî ñëó÷àÿ, êîãàòî il ∈ N.

Àêî äåôèíèðàìå ψk âúðõó (−∞, +∞), ïîëó÷àâàìå ïîäîáíî îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí (Beta-function B-spline), ñâúðçàíà
ñ òðè ñòðîãî íàðàñòâàùè âúçåëà tk−1, tk è tk+1, Bk(t) = Bk(ik−1, ik, ik+1; t) ñå
äåôèíèðàíå ÷ðåç

Bk(t) =





Sk−1

t∫

−∞

ψk−1(s)ds, àêî t ∈ (−∞, tk),

Sk

+∞∫

t

ψk(s)ds, àêî t ∈ (tk, +∞),

(3.6)
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ñ

Sk =




+∞∫

−∞

ψk(t)dt



−1

=




tk+1∫

tk

ψk(t)dt



−1

(3.7)

è

ψk(t) =





Ck
(t−tk)ik (tk+1−t)ik+1

(tk+1−tk)ik+ik+1
, àêî t ∈ [tk, tk+1],

0, èíà÷å,
(3.8)

êúäåòî Ck è il > 0, l = k − 1, k, k + 1, ñà ñúùèòå êàòî â (3.4) è (3.5).

Çàáåëåæêà 3.1. Â ñëó÷àÿ íà Îïðåäåëåíèå 3.2 (ψk−1 è ψk ñà äåôèíèðàíè âúðõó
(−∞, +∞)) Bk(tk) = 1, êîåòî ñëåäâà äèðåêòíî îò íåïðåêúñíàòîñòòà. Òîâà å
÷àñò îò ñëåäâàùàòà ëåìà.

Çàáåëåæêà 3.2. Çàáåëÿçâàìå, ÷å ψk, ∀k = 1, 2, ..., n, ñà Áåðíùàéíîâè ïîëèíîìè
çà ñúîòâåòíèÿ èíòåðâàë [tk, tk+1], äî êîíñòàíòåí ìíîæèòåë. Íàèñòèíà,

àêî tk = 0 è tk+1 = 1, ψk(t) = tik(1− t)ik+1 , (3.9)

êîéòî ñúîòâåòñòâà íà Áåðíùàéíîâèÿ ïîëèíîì

p(ik, ik+1; t) =

(
ik + ik+1

ik

)
tik(1− t)ik+1 =

(
ik + ik+1

ik+1

)
tik(1− t)ik+1 (3.10)

îò ñòåïåí ik + ik+1, äî ìíîæèòåë
(

ik + ik+1

ik

)
=

(
ik + ik+1

ik+1

)
. Çà ïðîèçâîëåí

èíòåðâàë [tk, tk+1], ψk ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ñúîòâåòíàòà ëèíåéíà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâè,
èçîáðàæåíèå íà [0, 1] âúðõó [tk, tk+1].

Çàáåëåæêà 3.3. Â äâåòå äåôèíèöèè (3.1 è 3.2) ðàçãëåæäàìå ïàðàìåòðèòå
ik−1, ik, ik+1 ∈ N. Òîâà å ñëó÷àÿ, â êîéòî ïðåäñòàâåíèÿò B-ñïëàéí (êîéòî å
íåïúëíà Áåòà ôóíêöèÿ) ìîæå äà áúäå ïðåñìåòíàò òî÷íî, òúé êàòî â òîçè
ñëó÷àè òîé å ïîëèíîì ìåæäó âúçëèòå.

Ëåìà 3.1. Äåôèíèöèè 3.1 è 3.2 ñà åêâèâàëåíòíè.

Äîêàçàòåëñòâî. 'Îïðåäåëåíèå 3.1 ⇒ Îïðåäåëåíèå 3.2' ñëåäâà îò îãðàíè÷åíèå
íà äåôèíèöèÿòà íà ψk−1 è ψk â Îïðåäåëåíèå 3.2 äî òÿõíàòà ñúîòâåòíà äåôèíèöèÿ
â 3.1, áåç ïðîìåíÿíå íà èíòåãðàëèòå. Ñòîéíîñòèòå Bk(tk) = 1 è Bk(t) ≡ 0,
t ∈ (−∞, tk−1]

⋃
[tk+1, +∞) ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè äèðåêòíî â Îïðåäåëåíèå
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3.2 è òå ñà ðàâíè íà òåõíèòå ñúîòâåòíè ñòîéíîñòè â Îïðåäåëåíèå 3.1.

'Îïðåäåëåíèå 3.2 ⇒ Îïðåäåëåíèå 3.1' ñëåäâà îò ðàçøèðÿâàíå íà äåôèíèöèèòå
íà ψk−1 è ψk â Îïðåäåëåíèå 3.1 äî òåõíèòå ñúîòâåòíè äåôèíèöèè â 3.2, áåç
ïðîìåíÿíå íà èíòåãðàëèòå. Ñòîéíîñòèòå Bk(tk) = 1 è Bk(t) ≡ 0

çà t ∈ (−∞, tk−1]
⋃

[tk+1, +∞), äàäåíè â Îïðåäåëåíèå 3.1, ñà ñúùèòå êàòî òåçè
ïðåñìåòíàòè â Îïðåäåëåíèå 3.2.

Ñëåäîâàòåëíî, äâåòå äåôèíèöèè ñà åêâèâàëåíòíè

Èìàéêè ïðåäâèä åêâèâàëåíòíîñòòà íà äåôèíèöèèòå 3.1 è 3.2, â áúäåùå ùå ñå
îáðúùàìå êúì êîÿòî è äà å îò òÿõ êàòî Îïðåäåëåíèå 3.1.

Ëåìà 3.2. Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí (Beta-function B-spline), çàäàäåí ÷ðåç
Îïðåäåëåíèå 3.1, å íåïðåêúñíàò âúâ âúçëèòå ti, i = 0, 1, ..., n + 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ðàçãëåäàìå èíòåðâàëà [tk−1, tk+1].

Íåêà èçñëåäâàìå ψk−1 â [tk−1, tk].
Èìàìå:

lim
t→tk−1−

ψk−1(t) = 0 îò Îïðåäåëåíèå 3.1,

ψk−1(t) å ïîëèíîì çà t ∈ [tk−1, tk),

lim
t→tk−1+

ψk−1(t) = ψk−1(tk−1) = 0.

(3.11)

⇒ ψk−1 å íåïðåêúñíàòà çà t = tk−1.
Ïî ñúùèÿ íà÷èí, ñúñ ñúîòâåòíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ, ìîæå äà áúäå äîêàçàíî, ÷å
ψk−1(t) å íåïðåêúñíàòà çà t = tk, tk+1.

Bk(t) å èíòåãðàë îò íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â [tk−1, tk) è (tk, tk+1]

⇒ Bk(t) íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â òåçè èíòåðâàëè
⇒ Bk(t) å íåïðåêúñíàò â òåçè èíòåðâàëè
⇒ Bk(t) å íåïðåêúñíàò â tk−1 è tk+1.
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Íåêà âèäèì êàêâî ñå ñëó÷âà âúâ âúçåëà tk.
Èìàìå:

lim
t→tk−

Bk(t) = lim
t→tk+

Bk(t) = Bk(tk) = 1. (3.12)

⇒ Bk(t) å íåïðåêúñíàò çà t = tk.

3.2 Îñíîâíè ñâîéñòâà

Òåîðåìà 3.1. Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå îñíîâíè ñâîéñòâà íà áàçèñíèòå ôóíêöèè
Bk(t), k = 1, ..., n.

Ñ1 (Ñòîéíîñò è íåïðåêúñíàòîñò âúâ âúòðåøíèÿ âúçåë tk è â ãðàíè÷íèòå
âúçëè íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò tk−1 è tk+1)

(à) Bk(tk) = 1;

(á) lim
t→tk−

Bk(t) = lim
t→tk+

Bk(t) = Bk(tk) = 1;

(â) Bk(tk−1) = Bk(tk+1) = 0;

(ã) lim
t→tk−1−

Bk(t) = lim
t→tk−1+

Bk(t) = lim
t→tk+1−

Bk(t) = lim
t→tk+1+

Bk(t) = 0.

Ñ2 (Íåîòðèöàòåëíîñò è îáõâàò â (0, 1))

Bk(t)





> 0, àêî t ∈ (tk−1, tk+1),

= 0, èíà÷å.

Bk(t) < 1 â (tk−1, tk) è (tk, tk+1), è âúâ âñåêè îò òåçè îòâîðåíè èíòåðâàëè
Bk(t) âçåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè ìåæäó 0 è 1.

Ñ3 (Ðàçáèâàíå íà åäèíèöàòà � àôèííà êîìáèíàöèÿ)

Ìíîæåñòâîòî îò áàçèñíè ôóíêöèè îáðàçóâà ðàçáèâàíå íà åäèíèöàòà
(àôèííà êîìáèíàöèÿ) â [t1, tn].

n∑

k=1

Bk(t) = 1, ∀t ∈ [t1, tn].

Ñ4 (Íåïðåêúñíàòîñò è íóëåâà ñòîéíîñò íà ïðîèçâîäíèòå âúâ âúçëèòå)
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(à) Àêî t ∈ (tk−1, tk), òî

(à1) Bk ∈ C∞(tk−1, tk);

(à2) lim
t→tk−1+

DjBk(t) = 0, j = 0, 1, ..., ik−1;

(à3) lim
t→tk−

DjBk(t) = 0, j = 1, 2, ..., ik;

(à4) lim
t→tk−1+

Dik−1+1Bk(t) 6= 0;

(à5) lim
t→tk−

Dik+1Bk(t) 6= 0.

(á) Àêî t ∈ (tk, tk+1), òî

(á1) Bk ∈ C∞(tk, tk+1);

(á2) lim
t→tk+1−

DjBk(t) = 0, j = 0, 1, ..., ik+1;

(á3) lim
t→tk+

DjBk(t) = 0, j = 1, 2, ..., ik;

(á4) lim
t→tk+1−

Dik+1+1Bk(t) 6= 0;

(á5) lim
t→tk+

Dik+1Bk(t) 6= 0.

(â) Àêî t ∈ (−∞, tk−1) èëè t ∈ (tk+1, +∞), òî

DjBk(t) ≡ 0, j = 0, 1, ..., è

DjBk(tk−1−) = DjBk(tk+1+) = 0, j = 0, 1, ...

(ã) Àêî t = tl, l = k − 1, k, k + 1, òî

(ã1) DjBk(t) å íåïðåêúñíàòà â ñúîòâåòíèÿ âúçåë ñúñ ñúîòâåòíîòî
äîäåôèíèðàíå:

((ã1).1) DjBk(tk) = 0, j = 1, 2, ..., ik,

((ã1).2) DjBk(tk−1) = 0, j = 0, 1, ..., ik−1,

((ã1).3) DjBk(tk+1) = 0, j = 0, 1, ..., ik+1;

(ã2) Dil+1Bk(t) å ïðåêúñíàòà (îò ïúðâè òèï) â t = tl, l = k−1, k, k+

1.
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Ñ5 (Ãëàäêîñò íà B-ñïëàéíà â [t0, tn+1])

∀ áàçèñíà ôóíêöèÿ å Cs[t0, tn+1], êúäåòî s = min
k=1,...,n

ik.

Çàáåëåæêà 3.4. Ïðîèçâîäíèòå íà Bk ïðèòåæàâàò ñâîéñòâî DjBk(tl) = 0, l =

k− 1, k, k + 1, j = 1, . . . , il, çàùîòî DjBk å ïîëèíîì. Â äðóãè ñëó÷àè, íàïðèìåð
ÅÐÁÑ, ñòîéíîñòòà DjBk(tl), l = k − 1, k, k + 1, j = 1, . . . , il íå ñúùåñòâóâà.
Êàêòî è äà å, â òîçè ïðèìåðåí ñëó÷àé å âñå îùå å âÿðíî, ÷å DjBk(tl−) =

DjBk(tl+) = 0, l = k − 1, k, k + 1, j = 1, . . . , il, è ïî òàçè ïðè÷èíà å íåîáõîäèìî
äîäåôèíèðàíå íà ñòîéíîñòèòå íà DjBk(tl). Â ïîäòî÷êà (ã1) íà Ñ4 íèå äàâàìå
ôîðìóëèðîâêà, êîÿòî å âÿðíà âúâ âñè÷êè ñëó÷àè.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì âñè÷êè ñâîéñòâà.
Äîêàçàòåëñòâî íà Ñ1
Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñ1 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Ëåìà 3.2 è Îïðåäåëåíèå 3.1.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ñ2
Èçñëåäâàìå Bk(t) çà t ∈ [tk−1, tk].
Èìàìå:

0 < Bk(t) < 1, ∀t ∈ (tk−1, tk). (3.13)

Îò ëåìà 3.2, èìàìå ÷å ψk−1(t) å íåïðåêúñíàòà â tk−1 è tk. Òúé êàòî Bk(t) å
èíòåãðàë îò ψk−1(t), òî å ñúùî íåïðåêúñíàò â (tk−1, tk), (âèæ Îïðåäåëåíèå 3.1),
ñ äðóãè äóìè â [tk−1, tk].
Îò òîâà è (3.13) ñëåäâà, ÷å Bk âçåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè ìåæäó 0 è 1.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñ2 çà t ∈ [tk, tk+1] å àíàëîãè÷íî.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ñ3
Îò Îïðåäåëåíèå 3.1 çàáåëÿçâàì, ÷å çà âñÿêî t ∈ [t1, tn] èìàìå ñàìî åäèí îò
ñëåäíèòå ñëó÷àè:

(à) åäèí B-ñïëàéí Bi(ti) 6= 0, i = 1, . . . , n;

(á) äâà ñúñåäíè B-ñïëàéíà Bk(t) 6= 0 è Bk+1(t) 6= 0, àêî k = 1, . . . , n− 1, t 6= ti,
i = 1, . . . , n.
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Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àé (à). Çà t = tk, k = 1, . . . , n− 1, èìàìå:
n∑

j=1

Bj(tk) = Bk(tk) = 1, (3.14)

îò Îïðåäåëåíèå 3.1 èëè îò Ëåìà 3.2.
Ñëó÷àé (à) íà Ñ3 å äîêàçàí.

Çà ñëó÷àé (á) íåêà âçåìåì åäèíñòâåíîòî k, òàêîâà ÷å t ∈ (tk, tk+1).
Èìàìå:

n∑
j=1

Bj(t) = Bk(t) + Bk+1(t),

Bk(t) + Bk+1(t) = Sk

tk+1∫

t

ψk(s)ds + Sk

t∫

tk

ψk(s)ds = Sk

tk+1∫

tk

ψk(s)ds, t ∈ (tk, tk+1),

Sk =




tk+1∫

tk

ψk(s)ds



−1

.

⇒ Bk(t) + Bk+1(t) = 1, t ∈ (tk, tk+1).
Ñëó÷àé (á) íà Ñ3 å äîêàçàí.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ñ4
Bk è íåãîâèòå ïðîèçâîäíè ñà ïîëèíîìè â (tk−1, tk), ñëåäîâàòåëíî Bk ∈ C∞(tk−1, tk) ⇒
(a1).
Çà äà äîêàæåì (à2) è (à3) íåêà îçíà÷èì:

(t− tk−1)
ik−1 = αk−1(t), è (tk − t)ik = βk−1(t),

òîãàâà èìàìå:
ψk−1(t) = dk−1αk−1(t)βk−1(t),

êúäåòî dk−1 å êîíñòàíòàòà Ck−1 óìíîæåíà ñúñ çíàìåíàòåëÿ íà ψk−1(t).
Òóê ùå èçïîëçâàìå ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö:

(f · g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) · g(n−k),

èëè â åêâèâàëåíòíàòà ìó ôîðìà

(f · g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k − n

)
f (n−k) · g(k).
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Â (à2) íèå ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî t → tk−1+, òàêà ÷å èìàìå:

ψk−1(t) = dk−1

ν∑

l=0

(
ν

l

)
α

(l)
k−1(t)β

(ν−l)
k−1 (t), ν = 0, 1, . . . , ik−1 − 1.

Âîäåùèÿ ÷ëåí íà òàêà èçâåäåíàòà ôîðìóëà, îêîëî tk−1, å α
(ν)
k−1(t)β

(0)
k−1(t), êîéòî

êëîíè êúì 0, êîãàòî t → tk−1+, àêî ν = 0, 1, . . . , ik−1 − 1.
Àêî ν = ik−1, èìàìå α

(ν)
k−1(tk−1+)β

(0)
k−1(tk−1+) = const 6= 0.

B
(ν+1)
k (t)

∣∣∣
t=tk−1+

= Sk−1dk−1 ψ
(ν)
k−1(t)

∣∣∣
t=tk−1+

= Sk−1dk−1

[
ν∑

l=0

(
ν

l

)
α

(ν)
k−1(t)β

(ν−l)
k−1 (t)

]∣∣∣∣∣
t=tk−1+

= Sk−1dk−1

[
α

(ν)
k−1(tk−1+)β

(0)
k−1(tk−1+) + o

(
α

(ν)
k−1(tk−1+)β

(0)
k−1(tk−1+)

)]
.

Ïî òîçè íà÷èí âèæäàìå, ÷å

B
(ν+1)
k (t)

∣∣
t=tk−1+





= 0, àêî ν = 0, 1, . . . , ik−1 − 1,

6= 0, àêî ν = ik−1.

Òóê èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å

α
(ik−1−1)
k−1 (tk−1+) = α

(ik−1−2)
k−1 (tk−1+) = · · · = α

(0)
k−1(tk−1+) = 0, è

α
(ik−1)
k−1 (tk−1+) 6= 0, äîêàòî β

(0)
k−1(tk−1+) 6= 0.

Äîêàçàõìå (à2) çà j = 1, 2, . . . , ik−1 è (à4) çà j = ik−1+1. Çà j = 0 äîêàçàòåëñòâîòî
íà (à2) ñëåäâà îò Ñ1.
Ñëó÷àè (à3), (à5), (á1), (á2), (á3), (á4) è (á5) ìîãàò äà ñå äîêàæàò àíàëîãè÷íî.

Çà äà äîêàæåì (â), å äîñòàòú÷íî äà îòáåëåæèì, ÷å Bk ≡ const = 0 â (−∞, tk−1) è
(tk+1, +∞), è ñëåäîâàòåëíî ñúùîòî å èñòèíà çà âñè÷êè ïðîèçâîäíè íà Bk. Âñÿêà
ðåäèöà Bk(τm), m = 1, 2, . . ., τ ∈ (−∞, tk−1), τm → kk−1−, èëè τ ∈ (tk+1, +∞),
τm → kk−1+, ùå áúäå ðåäèöàòà 0, 0, . . ., ñëåäîâàòåëíî òÿ èìà ãðàíèöà ( lim

t→tk−1−
,

ñúîòâåòíî, lim
t→tk+1+

), êîÿòî å åêâèâàëåíòíà íà 0.

Çà äà äîêàæåì (ã1), èçïîëçâàéêè (à3) è (á3), âèæäàìå ÷å ñëåä äåôèíèðàíåòî

DjBk(t)|t=tl := 0, j = 1, . . . , il, l = k − 1, k, k + 1,
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ïðîèçâîäíèòå DjBk ñà íåïðåêúñíàòè â tl, l = k−1, k, k +1 (âèæ Çàáåëåæêà 3.4).
Òîâà äîêàçâà ((ã1).1), ((ã1).2) è ((ã1).3), ñëåäîâàòåëíî (ã1).
Çà äà äîêàæåì (ã2), å äîñòàòú÷íî äà çàáåëåæèì, ÷å ëÿâàòà è äÿñíà ãðàíèöè â tl,
l = k−1, k, k+1 ñà ðàçëè÷íè (åäíàòà îò òÿõ å = 0, à äðóãàòà å 6= 0). Çà tk ëÿâàòà
è äÿñíà ãðàíèöè ñà 6= 0, íî îáèêíîâåíî òåçè íåíóëåâè ñòîéíîñòè ñà ðàçëè÷íè
åäíà îò äðóãà. Òîâà äîêàçâà (ã2), ñëåäîâàòåëíî, (ã) è Ñ4.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ñ5
Çà âñÿêî k = 1, . . . , n,

Bk ∈ C∞(tl, tl+1) çà âñÿêî l = 0, . . . , n.

Îñâåí òîâà âúâ âñè÷êè âúçëè tl, l = 1, . . . , n, íèå èìàìå:

DjBk(tl−) = DjBk(tl+) = DjBk(tl) = 0, j = 1, . . . , s,

çàùîòî s ≤ il çà âñÿêî l = 1, . . . , n.
Íàêðàÿ ñúùîòî å âÿðíî åäíîñòðàííî â t0 è tn+1:

DjBk(t0+) = DjBk(t0) = 0, j = 1, . . . , s,

DjBk(tn+1−) = DjBk(tn+1) = 0, j = 1, . . . , s.

Ñëåäñòâèå 3.1. Àêî â ñâîéñòâî Ñ2, âìåñòî îòâîðåíèòå èíòåðâàëè (tk−1, tk)

è (tk, tk+1), íèå âçåìåì çàòâîðåíèòå èíòåðâàëè [tk−1, tk] è [tk, tk+1], òî èìàìå
0 ≤ Bk(t) ≤ 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåäâà îò Ñ2 è Ñ1.

Ñëåäñòâèå 3.2. (Ðàçáèâàíå íà åäèíèöàòà � êîíâåêñíà êîìáèíàöèÿ) Àôèííàòà
êîìáèíàöèÿ

n∑

k=1

Bk(t) = 1,∀t ∈ [t1, tn]

å êîíâåêñ.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåäâà îò Ñ3 è Ñ2.
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Çàáåëåæêà 3.5. Ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ñâîéñòâàòà íà ÁÔÁÑ áàçèñíà
ôóíêöèÿ ñà ñúùî âàëèäíè è çà îáîáùåíèÿ ñëó÷àé íà B-ñïëàéí 'ñ èíòåãðèðàíå
íà ãúðáèöè' (âèæ Îïðåäåëåíèå 2.2 íà îáîáùåíèÿ ñëó÷àé íà B-ñïëàéí â Ãëàâà
2: Âúâåäåíèå â ïðåäìåòà íà B-ñïëàéíèòå, ×àñò 2.4: Ïðåäñòàâÿíå íà îáîáùåíà
äåôèíèöèÿ íà B-ñïëàéí 'ñ èíòåãðèðàíå íà ãúðáèöè').



Ãëàâà 4

Èç÷èñëåíèå íà ÁÔÁÑ. Ïðîèçâîäíè
è àíòèïðîèçâîäíè

Âàæíà òåìà â ñëó÷àÿ íà ÅÐÁÑ å íàäåæäíîñòòà íà èç÷èñëåíèåòî íà B-ñïëàéíà,
ïîðàäè âúçìîæíîñòòà îò ïîÿâà íà ïðåïúëâàíå íà áóôåðà (over�ow), îáðúùåíèå
êúì ïðàçåí áóôåð (under�ow) è äåëåíèå íà íóëà ïðè èç÷èñëåíèåòî íà ñòåïåíòà
îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ. Â ñëó÷àÿ íà ÁÔÁÑ íàäåæäíîñòòà íà èç÷èñëåíèåòî íå
å ïîäîáåí âúïðîñ, çàùîòî ÁÔÁÑ ñà ïîëèíîìè ìåæäó ñúñåäíè âúçëè. Ïî òàçè
ïðè÷èíà çàäà÷àòà íà òàçè ãëàâà å äà ïðåñìåòíå ÁÔÁÑ ìåæäó ñúñåäíè âúçëè,
èçïîëçâàéêè ïîäõîäÿùè ïîëèíîìèàëíè áàçèñè.

Â ÷àñòè 4.2, 4.3 è 4.4 ùå ïðåñìåòíåì Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíà Bk(t) (Îïðåäåëåíèå
3.1) çà èíòåðâàëèòå (tk, tk+1) è (tk−1, tk), èìàéêè ïðåäâèä ñëó÷àÿ íà íåóíèôèöèðàí
(non-uniform) âåêòîð îò âúçëè {tk}n+1

k=0 . Íèå ùå íàïèøåì Bk(t) êàòî ëèíåéíà
êîìáèíàöèÿ íà òðè áàçèñà: Áåðíùàéíîâ áàçèñ çà èíòåðâàëà ìåæäó äâà ñúñåäíè
âúçåëà, 'ãëîáàëåí' ìîíîìèaëåí áàçèñ è 'ëîêàëåí' ìîíîìèàëåí áàçèñ. Ñúùî òàêà
ùå èç÷èñëèì íÿêîè îò êîåôèöèåíòèòå âúâ ôîðìóëàòà íà Áåòà-ôóíêöèÿ Â-ñïëàéí
áàçèñíàòà ôóíêöèÿ.
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4.1 Èç÷èñëåíèå íà íÿêîè êîíñòàíòè âúâ ôîðìóëàòà
íà ÁÔÁÑ

Íåêà èçðàçèì íÿêîè îò êîåôèöèåíòèòå â ôîðìóëàòà çà Bk(t), êîèòî ùå ñå
èçïîëçâàò âúâ âñè÷êè èç÷èñëåíèÿ â ñëåäâàùèòå ÷àñòè.

Îò äåôèíèöèÿòà íà ÁÔÁÑ (Îïðåäåëåíèå 3.1), çà Bk(t) â (tk, tk+1), èìàìå:

Bk(t) = Sk

tk+1∫

t

ψk(τ)dτ, (4.1)

êúäåòî
ψk(t) = Ck

(t− tk)
ik(tk+1 − t)ik+1

(tk+1 − tk)ik+ik+1
, (4.2)

Sk =




tk+1∫

tk

ψk(t)dt



−1

(4.3)

è
Ck =

(
ik + ik+1

ik

)
. (4.4)

Ïðåçàïèñâàìå Bk(t):

Bk(t) = Sk

tk+1∫

t

ψk(τ)dτ

= Sk

tk+1∫

t

Ck
(τ − tk)

ik(tk+1 − τ)ik+1

(tk+1 − tk)ik+ik+1
dτ

= Sk

tk+1∫

t

dk(τ − tk)
ik(tk+1 − τ)ik+1dτ

= Skdk

tk+1∫

t

(τ − tk)
ik(tk+1 − τ)ik+1dτ

= Skdk

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ.

Èëè

Bk(t) = Skdk

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ, (4.5)
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êúäåòî
dk = Ck

1

(tk+1 − tk)ik+ik+1
=

(ik + ik+1)!

ik!ik+1!

1

(tk+1 − tk)ik+ik+1
(4.6)

è
ϕk(τ) = (τ − tk)

ik(tk+1 − τ)ik+1 . (4.7)

Çà ïðåñìÿòàíåòî íà Sk ùå èçïîëçâàìå Îéëåðîâàòà áåòà ôóíêöèÿ (Euler beta
function).

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m + n)
=

1∫

0

um−1(1− u)n−1du,

êúäåòî Γ å Ãàìà ôóíêöèÿòà (Gamma function)

Γ(m) = (m− 1)!.

Èìàìå:

[Sk]
−1 =

tk+1∫

tk

ψk(t)dt =

tk+1∫

tk

Ck
(t− tk)

ik(tk+1 − t)ik+1

(tk+1 − tk)ik+ik+1
dt

Íåêà îòáåëåæèì

u =
(t− tk)

(tk+1 − tk)
, t = tk + (tk+1 − tk)u, [tk, tk+1] → [0, 1],

òîãàâà

[Sk]
−1 = Ck

tk+1∫

tk

(t− tk)
ik(tk+1 − t)ik+1

(tk+1 − tk)ik+ik+1
dt

= Ck(tk+1 − tk)

1∫

0

uik(1− u)ik+1du

= Ck(tk+1 − tk)
Γ(ik + 1)Γ(ik+1 + 1)

Γ(ik + ik+1 + 2)

= Ck(tk+1 − tk)
ik!ik+1!

(ik + ik+1 + 1)!

=

(
ik + ik+1

ik

)
(tk+1 − tk)

ik!ik+1!

(ik + ik+1 + 1)!

= (tk+1 − tk)
(ik + ik+1)!

ik!ik+1!

ik!ik+1!

(ik + ik+1 + 1)!

=
tk+1 − tk

ik + ik+1 + 1
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Òàêà çà Sk èìàìå:
Sk =

ik + ik+1 + 1

tk+1 − tk
(4.8)

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, ñúñ ñúîòâåòíèòå ïðîìåíè, çà Bk(t) â (tk−1, tk), èìàìå:

Bk(t) = Sk−1

t∫

tk−1

ψk−1(τ)dτ, (4.9)

êúäåòî
ψk−1(t) = Ck−1

(t− tk−1)
ik−1(tk − t)ik

(tk − tk−1)ik−1+ik
, (4.10)

Sk−1 =




t∫

tk−1

ψk−1(t)dt



−1

, (4.11)

è
Ck−1 =

(
ik−1 + ik

ik−1

)
. (4.12)

Èëè

Bk(t) = Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ϕk−1(τ)dτ, (4.13)

êúäåòî
ϕk−1(τ) = (τ − tk−1)

ik−1(tk − τ)ik , (4.14)

dk−1 = Ck−1
1

(tk − tk−1)ik−1+ik
=

(ik−1 + ik)!

ik−1!ik!

1

(tk − tk−1)ik−1+ik
(4.15)

è
Sk−1 =

ik−1 + ik + 1

tk − tk−1

. (4.16)

4.2 Ïðåäñòàâÿíå íà ÁÔÁÑ â Áåðíùàéíîâ áàçèñ

Ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí îò ñòåïåí n ñå äåôèíèðàò êàòî:

bn,i(x) =

(
n

i

)
xi(1− x)n−i, i = 0, . . . , n,

êúäåòî
(

n

i

)
å áèíîìåí êîåôèöèåíò.
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Ùå èç÷èñëèì Bk(t) ÷ðåç èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå èíòåðâàëà
(tk, tk+1).

Bk(t) = Skdk

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ =

tk+1∫

t

(τ − tk)
ik(tk+1 − τ)ik+1dτ =

(−1)

ik+1 + 1

tk+1∫

t

(τ − tk)
ikd(tk+1 − τ)ik+1+1

=
1

ik+1 + 1
(t− tk)

ik(tk+1 − t)ik+1+1 +
ik

ik+1 + 1

tk+1∫

t

(τ − tk)
ik−1(tk+1 − τ)ik+1+1dτ

=
1

ik+1 + 1
(t− tk)

ik(tk+1 − t)ik+1+1

+
ik

(ik+1 + 1)

(−1)

(ik+1 + 2)

tk+1∫

t

(τ − tk)
ik−1d(tk+1 − τ)ik+1+2

=
1

ik+1 + 1
(t− tk)

ik(tk+1 − t)ik+1+1 +
ik

(ik+1 + 1)(ik+1 + 2)
(t− tk)

ik−1(tk+1 − t)ik+1+2

+
ik

(ik+1 + 1)(ik+1 + 2)

tk+1∫

t

(tk+1 − τ)ik+1+2d(τ − tk)
ik−1

=
1

ik+1 + 1
(t− tk)

ik(tk+1 − t)ik+1+1 +
ik

(ik+1 + 1)(ik+1 + 2)
(t− tk)

ik−1(tk+1 − t)ik+1+2

+ · · ·

+
ik(ik − 1) . . . 2

(ik+1 + 1)(ik+1 + 2) . . . (ik+1 + ik)
(t− tk)(tk+1 − t)ik+1+ik

+ (−1)
ik(ik − 1) . . . 1

(ik+1 + 1)(ik+1 + 2) . . . (ik+1 + ik)

tk+1∫

t

(tk+1 − τ)ik+1+ikdτ

=
1

ik+1 + 1
(t− tk)

ik(tk+1 − t)ik+1+1 +
ik

(ik+1 + 1)(ik+1 + 2)
(t− tk)

ik−1(tk+1 − t)ik+1+2

+ · · ·

+
ik(ik − 1) . . . 2

(ik+1 + 1)(ik+1 + 2) . . . (ik+1 + ik)
(t− tk)(tk+1 − t)ik+1+ik

+
ik(ik − 1) . . . 1

(ik+1 + 1)(ik+1 + 2) . . . (ik+1 + ik + 1)
(tk+1 − t)ik+1+ik+1

=

ik∑
j=0

ik!ik+1!

(ik − j)!(ik+1 + 1 + j)!
(t− tk)

ik−j(tk+1 − t)ik+1+1+j
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Íåêà ñå ïîãðèæèì çà êîåôèöèåíòèòå Sk è dk.

Bk(t) = Skdk

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ

= Skdk

ik∑
j=0

ik!ik+1!

(ik − j)!(ik+1 + 1 + j)!
(t− tk)

ik−j(tk+1 − t)ik+1+1+j

=

ik∑
j=0

Skdk
ik!ik+1!

(ik − j)!(ik+1 + 1 + j)!
(t− tk)

ik−j(tk+1 − t)ik+1+1+j

=

ik∑
j=0

(ik + ik+1 + 1)!

ik!ik+1!

1

(tk+1 − tk)ik+ik+1+1

ik!ik+1!

(ik − j)!(ik+1 + 1 + j)!
(t− tk)

ik−j(tk+1 − t)ik+1+1+j

=

ik∑
j=0

(ik + ik+1 + 1)!

(ik − j)!(ik+1 + 1 + j)!

(t− tk)
ik−j(tk+1 − t)ik+1+1+j

(tk+1 − tk)ik+ik+1+1

=

ik∑
j=0

(
ik + ik+1 + 1

ik − j

)
(t− tk)

ik−j(tk+1 − t)ik+1+1+j

(tk+1 − tk)ik+ik+1+1

Ïðàâèì ñëåäíàòà ïðîìÿíà íà èíäåêñà j:

ik − j = l, l = ik − 0, . . . , ik − j, j = 0, . . . , ik,

j = ik − l,

è ïîëó÷àâàìå

Bk(t) =
0∑

l=ik

(
ik + ik+1 + 1

l

)
(t− tk)

l(tk+1 − t)ik+ik+1+1−l

(tk+1 − tk)ik+ik+1+1

Òàêà, êàòî îêîí÷àòåëåí èçðàç çà Bk(t) â Áåðíùàéíîâ áàçèñ çà èíòåðâàëà (tk, tk+1)

èìàìå:

Bk(t) =

ik∑

l=0

(
ik + ik+1 + 1

l

)
(t− tk)

l(tk+1 − t)ik+ik+1+1−l

(tk+1 − tk)ik+ik+1+1
(4.17)

Èç÷èñëÿâàìå Bk(t) â èíòåðâàëà (tk−1, tk) ïî ñúùèÿ íà÷èí, íî ñúñ ñúîòâåòíèòå
ïðîìåíè.

Bk(t) = Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ϕk−1(τ)dτ
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t∫

tk−1

ϕk−1(τ)dτ =

t∫

tk−1

(τ − tk−1)
ik−1(tk − τ)ikdτ

=
1

ik−1 + 1

t∫

tk−1

(tk − τ)ikd(τ − tk−1)
ik−1+1

=
1

ik−1 + 1
(tk − t)ik(t− tk−1)

ik−1+1 +
ik

ik−1 + 1

t∫

tk−1

(tk − τ)ik−1(τ − tk−1)
ik−1+1dτ

=
1

ik−1 + 1
(tk − t)ik(t− tk−1)

ik−1+1

+
ik

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2)

t∫

tk−1

(tk − τ)ik−1d(τ − tk−1)
ik−1+2

=
1

ik−1 + 1
(tk − t)ik(t− tk−1)

ik−1+1 +
ik

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2)
(tk − t)ik−1(t− tk−1)

ik−1+2

+ (−1)
ik

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2)

t∫

tk−1

(τ − tk−1)
ik−1+2d(tk − τ)ik−1

=
1

ik−1 + 1
(tk − t)ik(t− tk−1)

ik−1+1 +
ik

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2)
(tk − t)ik−1(t− tk−1)

ik−1+2

+ · · ·

+
ik(ik − 1) . . . 2

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2) . . . (ik−1 + ik)
(tk − t)(t− tk−1)

ik−1+ik

+
ik(ik − 1) . . . 1

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2) . . . (ik−1 + ik)

t∫

tk−1

(τ − tk−1)
ik−1+ikdτ

=
1

ik−1 + 1
(tk − t)ik(t− tk−1)

ik−1+1 +
ik

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2)
(tk − t)ik−1(t− tk−1)

ik−1+2

+ · · ·

+
ik(ik − 1) . . . 2

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2) . . . (ik−1 + ik)
(tk − t)(t− tk−1)

ik−1+ik

+
ik(ik − 1) . . . 1

(ik−1 + 1)(ik−1 + 2) . . . (ik−1 + ik + 1)
(t− tk−1)

ik−1+ik+1

=

ik∑
j=0

ik!ik−1!

(ik − j)!(ik−1 + 1 + j)!
(tk − t)ik−j(t− tk−1)

ik−1+1+j
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Íåêà ñå ïîãðèæèì çà êîåôèöèåíòèòå Sk−1 è dk−1.

Bk(t) = Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ϕk−1(τ)dτ

= Sk−1dk−1

ik∑
j=0

ik!ik−1!

(ik − j)!(ik−1 + 1 + j)!
(tk − t)ik−j(t− tk−1)

ik−1+1+j

=

ik∑
j=0

Sk−1dk−1
ik!ik−1!

(ik − j)!(ik−1 + 1 + j)!
(tk − t)ik−j(t− tk−1)

ik−1+1+j

=

ik∑
j=0

(ik−1 + ik + 1)!

ik!ik−1!

1

(tk+1 − tk)ik−1+ik+1

ik!ik−1!

(ik − j)!(ik−1 + 1 + j)!
(tk − t)ik−j(t− tk−1)

ik−1+1+j

=

ik∑
j=0

(ik−1 + ik + 1)!

(ik − j)!(ik−1 + 1 + j)!

(tk − t)ik−j(t− tk−1)
ik−1+1+j

(tk − tk−1)ik−1+ik+1

=

ik∑
j=0

(
ik−1 + ik + 1

ik − j

)
(tk − t)ik−j(t− tk−1)

ik−1+1+j

(tk − tk−1)ik−1+ik+1

Ïðàâèì ñëåäíàòà ïðîìÿíà íà èíäåêñà j:

ik − j = l, l = ik − 0, . . . , ik − j, l = 0, . . . , ik,

j = ik − l.

Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

Bk(t) =
0∑

l=ik

(
ik−1 + ik + 1

l

)
(tk − t)l(t− tk−1)

ik−1+ik+1−l

(tk − tk−1)ik−1+ik+1

Òàêà, êàòî îêîí÷àòåëåí èçðàç çà Bk(t) â Áåðíùàéíîâ áàçèñ çà èíòåðâàëà (tk−1, tk)

èìàìå:

Bk(t) =

ik∑

l=0

(
ik−1 + ik + 1

l

)
(tk − t)l(t− tk−1)

ik−1+ik+1−l

(tk − tk−1)ik−1+ik+1
(4.18)

4.3 Ïðåäñòàâÿíå íà ÁÔÁÑ â 'ãëîáàëåí' ìîíîìèàëåí
áàçèñ

Ùå çàïèøåì Bk(t) â 'ãëîáàëåí' ìîíîìèàëåí áàçèñ â èíòåðâàëà (tk, tk+1). Íåêà
ðàçãëåäàìå áàçèñà: 1, t, t2, . . . , tik+ik+1 .
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Èìàìå:

Bk(t) = Skdk

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ

Èç÷èñëÿâàìå ϕk(τ) ÷ðåç èçïîëçâàíåòî íà Áèíîìèàëíàòà òåîðåìà (Binomial the-
orem):

ϕk(τ) = (τ − tk)
ik(tk+1 − τ)ik+1

= (−1)ik+1(τ − tk)
ik(τ − tk+1)

ik+1

= (−1)ik+1

(
ik∑

µ=0

(
ik
µ

)
(−1)ik−µtik−µ

k τµ

)(
ik+1∑
ν=0

(
ik+1

ν

)
(−1)ik+1−νt

ik+1−ν
k+1 τ ν

)

= (−1)ik+1

ik∑
µ=0

ik+1∑
ν=0

(
ik
µ

)(
ik+1

ν

)
(−1)ik+ik+1−µ−νtik−µ

k t
ik+1−ν
k+1 τµ+ν

Ïðàâèì ñìÿíà íà èíäåêñèòå âúâ âúòðåøíàòà ñóìà:

µ + ν = l, l = µ + 0, . . . , µ + ik+1, µ = 0, . . . , ik,

ν = l − µ.

(4.19)

ϕk(τ) = (−1)ik+1

ik∑
µ=0

µ+ik+1∑

l=µ

(
ik
µ

)(
ik+1

l − µ

)
(−1)ik+ik+1−ltik−µ

k t
ik+1−l+µ
k+1 τ l

= (−1)ik+1

ik∑
µ=0

µ+ik+1∑

l=µ

Ck;l,µτ
l

= (−1)ik+1

ik+ik+1∑

l=0

(
ik∑

µ=0

Ck;l,µ

)
τ l,

êúäåòî, ñ äîáàâÿíåòî íà íóëè çà Ck;l,µ, êúäåòî å ïîäõîäÿùî, èìàìå:

Ck;l,µ =





0, àêî 0 ≤ l < µ,
(

ik
µ

)(
ik+1

l − µ

)
(−1)ik+ik+1−ltik−µ

k t
ik+1−l+µ
k+1 , àêî µ ≤ l ≤ µ + ik+1,

0, àêî µ + ik+1 < l ≤ ik + ik+1.

(4.20)

Âèæ Ôèãóðà 4.1.
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μ μ μ

іk

іk

іkіk іk

іk

іk

іk+1 іk+1 іk+1

k+
1

іk+1

μ 
= l

μ 
= l μ 

= l

μ 
= l 

- i k+
1

μ 
= l 

- i
k+

1

μ 
= l 

- i

іk+1< іk іk+1= іk іk+1>

+ іk іk+1+ іk іk+1+= lll іk 

= 0 = 0

= 0

≠ 0 ≠ 0
≠ 0

= 0 = 0
= 0

Ôèãóðà 4.1: Íóëåâè è íåíóëåâè ñòîéíîñòè, çàâèñåùè îò êîåôèöèåíòà Ck;l,µ,
((4.20),(4.21),(4.22) è (4.23)). f(l) å íà÷åðòàíà â ÷åðâåíî, à g(l) � â ñèíüî.

g(l) ≤ µ ≤ f(l) (4.21)

f(l) =





l, àêî 0 ≤ l < ik,

ik, àêî ik ≤ l ≤ ik + ik+1.

(4.22)

g(l) =





0, àêî 0 ≤ l ≤ ik+1,

l − ik, àêî ik+1 ≤ l ≤ ik + ik+1.

(4.23)

Òàêà ìîæå äà çàïèøåì ϕk(τ) êàòî:

ϕk(τ) = (−1)ik+1

ik+ik+1∑

l=0

τ l




f(l)∑

µ=g(l)

(
ik
µ

)(
ik+1

l − µ

)
(−1)ik+ik+1−ltik−µ

k t
ik+1−l+µ
k+1


 ,

èëè ñ
f(l) = min{l, ik},

g(l) = max{0, l − ik+1},
ïîëó÷àâàìå:

ϕk(τ) = (−1)ik+1

ik+ik+1∑

l=0

τ l




min{l, ik}∑

µ=max{0, l−ik+1}

(
ik
µ

)(
ik+1

l − µ

)
(−1)ik+ik+1−ltik−µ

k t
ik+1−l+µ
k+1




= (−1)ik+1

ik+ik+1∑

l=0

τ l(−1)ik+ik+1−l




min{l, ik}∑

µ=max{0, l−ik+1}

(
ik
µ

)(
ik+1

l − µ

)
tik−µ
k t

ik+1−l+µ
k+1




=

ik+ik+1∑

l=0

τ l(−1)ik−l




min{l, ik}∑

µ=max{0, l−ik+1}

(
ik
µ

)(
ik+1

l − µ

)
tik−µ
k t

ik+1−l+µ
k+1


 .
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Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

ϕk(τ) =

ik+ik+1∑

l=0

τ lαk,l = Rk;1, (4.24)

êúäåòî

αk,l = (−1)ik−l




min{l, ik}∑

µ=max{0, l−ik+1}

(
ik
µ

)(
ik+1

l − µ

)
tik−µ
k t

ik+1−l+µ
k+1


 . (4.25)

Èìàéêè íà ïðåäâèä ñèìåòðèÿòà â ϕk, ìîæåì äà çàïèøåì ϕk êàòî:

ϕk(τ) = (−1)ik(tk − τ)ik(tk+1 − τ)ik+1 ,

è èçáèðàéêè ðàçëè÷íà ñìÿíà íà èíäåêñèòå â (4.19):

µ + ν = λ, λ = 0 + ν, . . . , ik + ν, ν = 0, . . . , ik+1,

µ = λ− ν,

íàêðàÿ ïîëó÷àâàìå ñèìåòðè÷åí èçðàç çà ϕk(τ):

ϕk(τ) = (−1)ik

ik+ik+1∑

λ=0

τλ(−1)ik+ik+1−λ




min{λ, ik+1}∑

ν=max{0, λ−ik}

(
ik

λ− ν

)(
ik+1

ν

)
tik−λ+ν
k t

ik+1−ν
k+1




=

ik+ik+1∑

λ=0

τλ(−1)ik+1−λ




min{λ, ik+1}∑

ν=max{0, λ−ik}

(
ik

λ− ν

)(
ik+1

ν

)
tik−λ+ν
k t

ik+1−ν
k+1


 .

Èëè

ϕk(τ) =

ik+ik+1∑

λ=0

τλβk,λ = Rk;2, (4.26)

êúäåòî

βk,l = (−1)ik+1−λ




min{λ, ik+1}∑

ν=max{0, λ−ik}

(
ik

λ− ν

)(
ik+1

ν

)
tik−λ+ν
k t

ik+1−ν
k+1


 . (4.27)

Î÷åâèäíî Rk;1 = Rk;2, êîåòî äàâà äâå ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ çà êîåôèöèåíòèòå
ïðåä τ l.
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Ñåãà ìîæåì äà èíòåãðèðàìå:

Bk(t) = Skdk

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ

= Skdk

tk+1∫

t

ik+ik+1∑

l=0

τ lαk,ldτ

= Skdk

ik+ik+1∑

l=0

1

l + 1
(τ l+1αk,l)

∣∣∣∣∣

tk+1

t

= Skdk

(
ik+ik+1∑

l=0

1

l + 1
tl+1
k+1αk,l −

ik+ik+1∑

l=0

1

l + 1
tl+1αk,l

)

= Skdk

(
ik+ik+1+1∑

l=0

1

l + 1
tl+1
k+1αk,l −

ik+ik+1+1∑

λ=1

1

λ
αk,λ−1t

λ

)

Êàòî êðàéíî ïðåäñòàâÿíå íà Bk(t) â èíòåðâàëà (tk, tk+1), çàïèñàíî â 'ãëîáàëåí'
ìîíîìèàëåí áàçèñ, èìàìå:

Bk(t) =

(
ik + ik+1

ik

)
ik + ik+1 + 1

(tk+1 − tk)ik+ik+1+1

(
ik+ik+1+1∑

l=0

1

l + 1
tl+1
k+1αk,l −

ik+ik+1+1∑

λ=1

1

λ
αk,λ−1t

λ

)

(4.28)
êúäåòî αk,l å äàäåíà â (4.25).

Ùå çàïèøåì Bk(t) â 'ãëîáàëåí' ìîíîìèàëåí áàçèñ â èíòåðâàëà (tk−1, tk).
Íåêà ðàçãëåäàìå áàçèñà: 1, t, t2, . . . , tik−1+ik .

Èìàìå:

Bk(t) = Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ϕk−1(τ)dτ

Àíàëîãè÷íî íà èç÷èñëåíèÿòà çà ϕk(τ) â (tk, tk+1), ((4.24), (4.25), (4.26) è (4.27)),
çà ϕk−1(τ) â (tk−1, tk) èìàìå:

ϕk−1(τ) =

ik−1+ik∑

l=0

τ lαk−1,l = Rk−1;1, (4.29)

êúäåòî

αk−1,l = (−1)ik−1−l




min{l, ik−1}∑

µ=max{0, l−ik}

(
ik−1

µ

)(
ik

l − µ

)
t
ik−1−µ
k−1 tik−l+µ

k


 . (4.30)
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È ñèìåòðè÷íî

ϕk−1(τ) =

ik−1+ik∑

λ=0

τλβk−1,λ = Rk−1;2, (4.31)

êúäåòî

βk−1,l = (−1)ik−λ




min{λ, ik}∑

ν=max{0, λ−ik−1}

(
ik−1

λ− ν

)(
ik
ν

)
t
ik−1−λ+ν
k−1 tik−ν

k


 . (4.32)

È îòíîâî å î÷åâèäíî, ÷å Rk−1;1 = Rk−1;2.

Ñåãà ìîæåì äà èíòåãðèðàìå:

Bk(t) = Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ϕk−1(τ)dτ

= Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ik−1+ik∑

l=0

τ lβk−1,ldτ

= Sk−1dk−1

ik−1+ik∑

l=0

1

l + 1
(τ l+1βk−1,l)

∣∣∣∣∣

t

tk−1

= Sk−1dk−1

(
ik−1+ik∑

l=0

1

l + 1
tl+1βk−1,l −

ik−1+ik∑

l=0

1

l + 1
tl+1
k−1βk−1,l

)

= Sk−1dk−1

(
ik−1+ik+1∑

l=0

1

l + 1
tl+1βk−1,l −

ik−1+ik+1∑

λ=1

1

λ
βk−1,λ−1t

λ
k−1

)

Êàòî êðàéíî ïðåäñòàâÿíå íà Bk(t) â èíòåðâàëà (tk−1, tk), çàïèñàíî â 'ãëîáàëåí'
ìîíîìèàëåí áàçèñ, èìàìå:

Bk(t) =

(
ik−1 + ik

ik−1

)
ik−1 + ik + 1

(tk − tk−1)ik−1+ik+1

(
ik−1+ik+1∑

l=0

1

l + 1
tl+1βk−1,l −

ik−1+ik+1∑

λ=1

1

λ
βk−1,λ−1t

λ
k−1

)
,

(4.33)
êúäåòî βk−1,l å äàäåíà â (4.32).
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4.4 Ïðåäñòàâÿíå íà ÁÔÁÑ â 'ëîêàëåí' ìîíîìèàëåí
áàçèñ

Ùå çàïèøåì Bk(t) â 'ëîêàëåí' ìîíîìèàëåí áàçèñ â èíòåðâàëà (tk, tk+1). Íåêà
ðàçãëåäàìå ìîíîìèàëíèÿ áàçèñ, öåíòðèðàí îêîëî òî÷êàòà tk: 1, t−tk, (t−tk)

2, . . . , (t−
tk)

ik+ik+1 .

Èìàìå:

Bk(t) = Skdk

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ

Èç÷èñëÿâàìå ϕk(τ):

ϕk(τ) = (τ − tk)
ik(tk+1 − τ)ik+1

= (τ − tk)
ik [(tk+1 − tk)− (τ − tk)]

ik+1

= (τ − tk)
ik

ik+1∑
j=0

(
ik+1

j

)
(tk+1 − tk)

ik+1−j(−1)j(τ − tk)
j

=

ik+1∑
j=0

(
ik+1

j

)
(tk+1 − tk)

ik+1−j(τ − tk)
ik+j(−1)j

Ïðàâèì ñëåäíàòà ïðîìÿíà íà èíäåêñà j:

ik + j = l, l = ik + 0, . . . , ik + j, j = 0, . . . , ik+1,

j = l − ik.

ϕk(τ) =

ik+ik+1∑

l=ik

(τ − tk)
l

[(
ik+1

l − ik

)
(tk+1 − tk)

ik+ik+1−l(−1)l−ik

]

Ñåãà ìîæåì äà èíòåãðèðàìå:

Bk(t) = Skdk

tk+1∫

t

ϕk(τ)dτ

= Skdk

tk+1∫

t

ik+ik+1∑

l=ik

(τ − tk)
l

[(
ik+1

l − ik

)
(tk+1 − tk)

ik+ik+1−l(−1)l−ik

]
dτ

= Skdk

ik+ik+1∑

l=ik

1

l + 1

[
(tk+1 − tk)

l+1 − (t− tk)
l+1

] [(
ik+1

l − ik

)
(tk+1 − tk)

ik+ik+1−l(−1)l−ik

]
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Òàêà çà Bk â (tk, tk+1) èìàìå:

Bk(t) = Skdk

ik+ik+1∑

l=ik

1

l + 1

[
(tk+1 − tk)

l+1 − (t− tk)
l+1

] [(
ik+1

l − ik

)
(tk+1 − tk)

ik+ik+1−l(−1)l−ik

]
,

(4.34)
êúäåòî

Skdk =

(
ik + ik+1

ik

)
ik + ik+1 + 1

(tk+1 − tk)ik+ik+1+1
.

Ùå çàïèøåì Bk(t) â 'ëîêàëåí' ìîíîìèàëåí áàçèñ â èíòåðâàëà (tk−1, tk).
Íåêà ðàçãëåäàìå áàçèñà: 1, t− tk, (t− tk)

2, . . . , (t− tk)
ik−1+ik .

Èìàìå:

Bk(t) = Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ϕk−1(τ)dτ

Èç÷èñëÿâàìå ϕk−1(τ):

ϕk−1(τ) = (τ − tk−1)
ik−1(tk − τ)ik

= (−1)ik(τ − tk)
ik(τ − tk−1)

ik−1

= (−1)ik(τ − tk)
ik [(tk − tk−1) + (τ − tk)]

ik−1

= (−1)ik(τ − tk)
ik

ik−1∑
j=0

(
ik−1

j

)
(tk − tk−1)

ik−1−j(τ − tk)
j

= (−1)ik

ik−1∑
j=0

(
ik−1

j

)
(tk − tk−1)

ik−1−j(τ − tk)
ik+j

=

ik−1∑
j=0

(
ik−1

j

)
(tk − tk−1)

ik−1−j(τ − tk)
ik+j(−1)ik

Ïðàâèì ñëåäíàòà ïðîìÿíà íà èíäåêñà j:

ik + j = l, l = ik + 0, . . . , ik + j, j = 0, . . . , ik−1,

j = l − ik.

ϕk(τ) =

ik−1+ik∑

l=ik

(τ − tk)
l

[(
ik−1

l − ik

)
(tk − tk−1)

ik−1+ik−l(−1)ik

]
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Ñåãà ìîæåì äà èíòåãðèðàìå:

Bk(t) = Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ϕk−1(τ)dτ

= Sk−1dk−1

t∫

tk−1

ik−1+ik∑

l=ik

(τ − tk)
l

[(
ik−1

l − ik

)
(tk − tk−1)

ik−1+ik−l(−1)ik

]
dτ

= Sk−1dk−1

ik−1+ik∑

l=ik

1

l + 1

[
(tk − tk−1)

l+1 − (t− tk)
l+1

] [(
ik−1

l − ik

)
(tk − tk−1)

ik−1+ik−l(−1)ik

]

Òàêà çà Bk â (tk−1, tk) èìàìå:

Bk(t) = Sk−1dk−1

ik−1+ik∑

l=ik

1

l + 1

[
(tk − tk−1)

l+1 − (t− tk)
l+1

] [(
ik−1

l − ik

)
(tk − tk−1)

ik−1+ik−l(−1)ik

]
,

(4.35)
êúäåòî

Sk−1dk−1 =

(
ik−1 + ik

ik−1

)
ik−1 + ik + 1

(tk − tk−1)ik−1+ik+1
.

4.5 Ïðåäñòàâÿíå íà ÁÔÁÑ â Áåðíùàéíîâ áàçèñ â
öåëèÿ äîìåéí

Âúçìîæíî å, äà ñå èç÷èñëè ÁÔÁÑ ñïëàéíà ÷ðåç Áåðíùàéíîâè ïîëèíîìè âúðõó
èíòåðâàëà [tk−1, tk+1]. Òàêà ùå ïîëó÷èì îïðîñòÿâàíå íà ôîðìóëàòà çà èç÷èñëåíèå
íà ÁÔÁÑ, çàùîòî âìåñòî ñ äâà èçðàçà, äåôèíèðàùè ÁÔÁÑ â äâàòà ìó ñúñåäíè
èíòåðâàëà îò äåôèíèöèîííàòà ìó îáëàñò, ùå ðàáîòèì ñàìî ñ åäèí âúðõó öÿëàòà
îáëàñò.

Òîâà èç÷èñëåíèå å ñ ïî-ãîëÿìà ñëîæíîñò è íÿìà äà áúäå ïðàâåíî òóê.



Ãëàâà 5

Ôóíêöèîíàëíè êðèâè â 2D

Â òàçè ãëàâà ùå îáñúäèì èíòåðïîëàöèÿòà íà ôóíêöèîíàëíè êðèâè â 2D ÷ðåç
èçïîëçâàíåòî íà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíà. Â ÷àñò 5.1 íèå äåôèíèðàìå îáùàòà
ÁÔÁÑ îñíîâíà ôóíêöèÿ êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíè,
÷èèòî êîåôèöèåíòè ìîãàò äà áúäàò ôóíêöèè, íå íåïðåìåííî êîíñòàíòè.
Ñòîéíîñòèòå íà òåçè ôóíêöèèòå ìîãàò äà áúäàò ñêàëàðè (ðåàëíè), âåêòîðè èëè
òî÷êè. Òåçè "êîåôèöèåíòíè ôóíêöèè" ùå áúäàò íàðè÷àíè "ëîêàëíè ôóíêöèè".
Â ÷àñò 5.2 íèå äèñêóòèðàìå êðàòíîñòèòå âúâ âåêòîðà îò âúçëè è íåïðåêúñíàòèòå
ñâîéñòâà íà ñúñòàâíèòå ñïëàéí ôóíêöèè, êîèòî òåçè êðàòíîñòè ãåíåðèðàò.
Åðìèòîâîòî èíòåðïîëàöèîííî ñâîéñòâî ñå èçñëåäâà è äèñêóòèðà â ÷àñò 5.3.
Äàäåíî å êðàòêî îáÿñíåíèå êàê äà èíòåðïîëèðàìå äàäåíà ôóíêöèÿ ñ ïîìîùòà
íà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí ôóíêöèÿ.

5.1 Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí ôóíêöèè

Ïðè÷èíàòà çà ïðåäñòàâÿíå íà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíèòå å äà ãè èçïîëçâàìå
êàòî áàçèñíè ôóíêöèè (blending functions), îáèêíîâåíî â B-ñïëàéí ôóíêöèè.

Ïðè îáèêíîâåíèòå ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíè, ìåæäó äâà ñúñåäíè âúçåëà ñúùåñòâóâà
ïîëèíîì îò ñòåïåí d, ñúñòàâåí îò áàðèöåíòðè÷íà êîìáèíàöèÿ íà d+1 êîåôèöèåíòà,

46
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ïðåòåãëåíè îò d + 1 B-ñïëàéíà. Ïðè ÁÔÁÑ ôóíêöèÿòà â åäèí âúçëîâ ñåãìåíò
èìà ñàìî äâå áàçèñíè ôóíêöèè, êîèòî ñà ðàçëè÷íè îò íóëà.

Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî âñè÷êè êîåôèöèåíòè â ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ
îò ÁÔÁÑ ñà êîíñòàíòè (ñêàëàðè, âåêòîðè èëè òî÷êè):

f(t) =
n∑

i=1

ciBi(t), t ∈ [t1, tn]

Îò Òåîðåìà 3.1 ñëåäâà, ÷å ÁÔÁÑ èíòåðïîëèðàò âñè÷êè êîåôèöèåíòè âúâ âúçëèòå.
Íèå ñúùî èìàìå, ÷å âúâ âñåêè âúçåë tl òå ñà íóëè, l = 1, . . . , n. Âúâ âñåêè
ñåãìåíò (ìåæäó äâà âúçåëà), ñêàëàðíàòà ÁÔÁÑ ôóíêöèÿ ùå áúäå ñêàëèðàíà è
òðàíñëèðàíà âåðñèÿ (àôèííî èçîáðàæåíèå (a�ne mapping)) íà ÁÔÁÑ áàçèñíàòà
ôóíêöèÿ. Òÿ ùå èíòåðïîëèðà êîåôèöèåíòèòå, à ïðîèçâîäíèòå ùå èìàò íóëåâè
ñòîéíîñòè, êúäåòî ÁÔÁÑ áàçèñíàòà ôóíêöèÿ èìà ïðîèçâîäíè ñ íóëåâè ñòîéíîñòè.
Òîâà ïîâåäåíèå å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 5.1 è âúâ ôóíêöèÿ (5.2) ïî-äîëó. Òîãàâà
íèå èìàìå ñëåäíàòà ôóíêöèÿ âúâ âúòðåøíîñòòà íà èíòåðâàëà ìåæäó äâà âúçåëà

f(t) = ci Bi(t) + ci+1 Bi+1(t), àêî ti < t < ti+1. (5.1)

Îò ñâîéñòâî Ñ3 â Òåîðåìà 3.1 ñëåäâà, ÷å (5.1) ìîæå äà ñå ïðåçàïèøå êàòî

f(t) = ci+1 + (ci − ci+1) Bi(t), àêî ti < t < ti+1. (5.2)

Âòîðî, ùå ðàçãëåäàìå îáùèÿ ñëó÷àé íà íå-êîíñòàíòíè (ñêàëàðè, âåêòîðè èëè
òî÷êè) ëîêàëíè ôóíêöèè êàòî êîåôèöèåíòè (ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 5.2). Äåôè -
íèöèîííàòà îáëàñò íà òåçè ôóíêöèè òðÿáâà äà å ñúùàòà, êàòî äåôèíèöèîííàòà
îáëàñò íà ñúîòâåòíèòå ÁÔÁÑ áàçèñíè ôóíêöèè. Òîâà çíà÷è, ÷å ëîêàëíàòà ôóíêöèÿ
ñ èíäåêñ k å äåôèíèðàíà (è îáèêíîâåíî îãðàíè÷åíà) â èíòåðâàëà (tk−1, tk+1).
Ïðàêòè÷åñêî ðåøåíèå å äà íàïðàâèì èçîáðàæåíèå íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò
íà áàçèñíèòå ôóíêöèè â ëîêàëíèòå (âèæ Îïðåäåëåíèå 5.3 ïî-íàòàòúê â òàçè
÷àñò). Ñåãà ñëåäâà äåôèíèöèÿ íà ìíîæåñòâî îò ôóíêöèîíàëíè ïðîñòðàíñòâà
(function spaces), êîÿòî å àíàëîãè÷íà íà äåôèíèöèÿòà íà ëîêàëíè ôóíêöèè â
ñëó÷àÿ íà Åêñïî-ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè.
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Ôèãóðà 5.1: Ïðèáëèçèòåëíà 'ãëîáàëíà' Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíîâà ôóíêöèÿ
f(t) (ñèíüî) ñ ÷åòèðè ñêàëàðíè êîåôèöèåíòà {ci}4

i=1 (çåëåíî). Ãëîáàëíàòà
ôóíêöèÿ å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà êîåôèöèåíòèòå ñ Áåòà-ôóíêöèÿòà
B-ñïëàéíèòå {Bi(t)}4

i=1 (÷åðâåíî). Ãëîáàëíàòà ôóíêöèÿ èíòåðïîëèðà
êîåôèöèåíòèòå, à âñè÷êè ïðîèçâîäíè äî ðåä ik ñà íóëè âúâ âñåêè âúçåë
tk. Âåêòîðúò îò âúçëè {ti}5

i=0 ñúùî å ìàðêèðàí è èìà ìíîãîêðàòíè âúçëè â
äâàòà êðàÿ (íåïðåêúñíàòîñò, ïîêàçàíà â ÷àñò 5.2).
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Îïðåäåëåíèå 5.1. Äåôèíèðàìå ñëåäíîòî ìíîæåñòâî îò ôóíêöèîíàëíè
ïðîñòðàíñòâà, çà äà õàðàêòåðèçèðàìå ëîêàëíè ôóíêöèè lk(t),

F(Bk) = {l : Dj(l(t)Bk(t)) = 0 çà j = 0, 1, . . . , ik−1 è t = tk−1,

èëè j = 0, 1, . . . , ik+1 è t = tk+1,

è l å ïîëèíîìèàëíà ôóíêöèÿ},
(5.3)

êúäåòî Bk, k = 1, . . . , n ñà äåôèíèðàíè â Îïðåäåëåíèå 3.1.

Çàáåëåæêà 5.1. Âúçìîæíî å ñúùî äà èçïîëçâàíå ëîêàëíè ôóíêöèè l ðàçëè÷íè
îò ïîëèíîìè (êîèòî âñå îùå óäîâëåòâîðÿâàò Dj(l(t)Bk(t)) = 0 çà ñïîìåíàòîòî
j), íî òóê ùå ðàçãëåäàìå ñàìî ïîëèíîìèàëíèÿ ñëó÷àé, çàùîòî òîãàâà B-ñïëàéí
ôóíêöèèòå ñàìè ïî ñåáå ñè ùå áúäàò ÷àñòè÷íî ïîëèíîìèàëíè (piecewise poly-
nomial).

Ñåãà ñëåäâà äåôèíèöèÿòà íà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíîâàòà ôóíêöèÿòà.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí ôóíêöèÿòà (ÁÔÁÑ) ôóíêöèÿ f(t)

(ñúñ ñêàëàð, âåêòîð èëè òî÷êà êàòî ñòîéíîñò) ñå çàäàâà â èíòåðâàëà (t1, tn]

÷ðåç

f(t) =
n∑

k=1

lk(t)Bk(t) àêî t1 < t ≤ tn,

êúäåòî lk(t) ñà ëîêàëíè ôóíêöèè (ñúñ ñêàëàðíà èëè âåêòîðíà ñòîéíîñò) â
(tk−1, tk+1), k = 1, . . . , n, è Bk(t), k = 1, . . . , n å äåôèíèðàíà â Îïðåäåëåíèå
3.1. Äîïóñêàìå, ÷å lk(t) ∈ F(Bk).

Òî÷íî êàêòî îáèêíîâåíèòå B-ñïëàéí ôóíêöèè, Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí ôóíêöèè:
èìàò áàçèñíè ôóíêöèè, äåôèíèðà ÷ðåç âåêòîð îò âúçëè; îáðàçóâàí íåîòðèöàòåëíî
ðàçáèâàíå íà åäèíèöàòà (êîåòî ñúùî çíà÷è, ÷å òå íå ñå ïðîìåíÿò ïðè àôèííè
òðàíñôîðìàöèè). Ñúùî òàêà áàçèñíèòå ôóíêöèè èìàò ìèíèìàëåí ëîêàëåí íîñèòåë
(ñúùèÿ êàêòî ïðè B-ñïëàéíèòå îò 1-âà ñòåïåí); çà òèïè÷íèÿ ñëó÷àé íà ïðîñòè
âúçëè tk < tk+1 ñâîéñòâà Ñ1, Ñ3, Ñ4 è Ñ5, çàåäíî ñ lk(t) ∈ F(Bk), ïðåäïîëàãàò
Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ (äèñêóòèðàíà â ÷àñò 5.3). Ôèãóðà 5.2 ÿñíî ïîêàçâà òîâà.
Âúâ âñåêè âúçåë tk, "ãëîáàëíàòà" ôóíêöèÿ èíòåðïîëèðà íå ñàìî ñòîéíîñòèòå
íà ëîêàëíèòå ôóíêöèè, íî è ïðîèçâîäíèòå äî ðåä ik. Ôèãóðàòà ñúùî ïîêàçâà,
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Ôèãóðà 5.2: Ïðèáëèçèòåëíà 'ãëîáàëíà' Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí ôóíêöèÿ
f(t) (ñèíüî) ñ ÷åòèðè ëîêàëíè ôóíêöèè {li(t)}4

i=1 (çåëåíî). Ãëîáàëíàòà
ôóíêöèÿ å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ëîêàëíèòå ôóíêöèè ñ Áåòà-ôóíêöèÿòà
B-ñïëàéíèòå {Bi(t)}4

i=1 (÷åðâåíî). Ãëîáàëíàòà ôóíêöèÿ ñúùî èíòåðïîëèðà
âñè÷êè ñúùåñòâóâàùè ïðîèçâîäíè íà âñÿêà îò ñúñåäíèòå ëîêàëíè ôóíêöèè â
ñúîòâåòíèÿ âúçåë tk, äî ðåä ik. Âåêòîðúò îò âúçëè {ti}5

i=0 ñúùî å ìàðêèðàí è
èìà ìíîãîêðàòíè âúçëè â äâàòà êðàÿ (íåïðåêúñíàòîñò, ïîêàçàíà â ÷àñò 5.2).
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÷å "ãëîáàëíàòà" ôóíêöèÿ ìèíàâà ïðåç âñè÷êè òî÷íè íà ïðåñè÷àíå ìåæäó äâå
ñúñåäíè ëîêàëíè ôóíêöèè. Òîâà å çàùîòî "ãëîáàëíàòà" ôóíêöèÿ å àôèííà
êîìáèíàöèÿ íà äâå è ñàìî äâå ëîêàëíè ôóíêöèè çà âñÿêà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà.

Èçïîëçâàíåòî íà ëîêàëíè ôóíêöèè ïðåäëàãà íîâà âúçìîæíîñò (èëè
ïðåäèçâèêàòåëñòâî â ïðàêòè÷åñêîòî èçïúëíåíèå), à èìåííî èçîáðàæåíèå îò ÷àñòèòå
íà "ãëîáàëíàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò" â "ëîêàëíàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò".
Ïî òàçè ïðè÷èíà ñëåäâà, ÷å ëîêàëíèòå ôóíêöèè òðÿáâà äà áúäàò ðàçäåëåíè
íà ôóíêöèè âúðõó ëîêàëíàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò, òîâà ãî äåôèíèðàìå êàòî
àôèííî ãëîáàëíî/ëîêàëíî èçîáðàæåíèå (a�ne global/local mapping).

Îïðåäåëåíèå 5.3. Íåêà äåôèíèðàìå ëîêàëíèÿ äîìåéí íà ëîêàëíèòå ôóíêöèè
lk êàòî

Ik = (sk0, sk1) ⊂ R êúäåòî sk0 < sk1,

è êúäåòî sk0 å íà÷àëíàòà ïàðàìåòðè÷íà ñòîéíîñò, à sk1 å êðàéíàòà ïàðàìåòðè÷íà
ñòîéíîñò íà ëîêàëíàòà ôóíêöèÿ lk. Ãëîáàëíîòî/ëîêàëíî èçîáðàæåíèå ωk e
èçîáðàæåíèå íà ñåãìåíòà (tk−1, tk+1) â "ãëîáàëíèÿ" äîìåéí íà Áåòà-ôóíêöèÿòà
B-ñïëàéíà âúðõó äîìåéíà Ik,

ωk : (tk−1, tk+1) ⊂ R→ Ik.

Òîãàâà ωk å àôèííî èçîáðàæåíèå

ωk(t) = sk0 +
t− tk−1

tk+1 − tk−1

(sk1 − sk0). (5.4)

Ïðîòèâîïîëîæíîòî èçîáðàæåíèå íà Ik â (tk−1, tk+1) å

ω−1
k (s) = tk−1 +

s− sk0

sk1 − sk0

(tk+1 − tk−1). (5.5)

Âúçìîæíîñòòà çà êîíñòðóèðàíå íà ãîëÿìî ðàçíîîáðàçèå îò ôóíêöèè, çàâèñåùî
îò ðàçíîîáðàçèåòî íà ëîêàëíè ôóíêöèè äàâà íîâà "èçìåðèìîñò" íà Áåòà-ôóíêöèÿ
B-ñïëàéíà, çàùîòî òàêà ìîæåì äà ïðîìåíÿìå ïî ñâîå æåëàíèå ñïåöèôè÷íèòå
ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà. Íÿêîëêî êðàòêè ïðèìåðà ñà, ÷å ìîæåì äà èçïîëçâàìå
òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè, ôóíêöèè íà Áåçèå, ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, ñïåöèàëíè
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ôóíêöèè, è äð. Ëîêàëíèòå ôóíêöèè ìîãàò ñúùî äà áúäàò ÁÔÁÑ ôóíêöèè, êîåòî
óâåëè÷àâà âúçìîæíîñòòà çà âëîæåíè ÁÔÁÑ ôóíêöèè. Íèùî íå îãðàíè÷àâà
âúçìîæíîñòòà ëîêàëíèòå ôóíêöèè äà ñà îò ðàçëè÷åí âèä.

5.2 Âåêòîðè îò âúçëè è íåïðåêúñíàòîñò

Êðàòíîñòòà íà âúçëèòå å âàæíà òåìà çà Åêñïî-Ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè (ÅÐÁÑ),
êàêòî è çà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíèòå. Â ñëó÷àÿ íà ÅÐÁÑ, ñúâïàäåíèåòî íà
äâà ïîñëåäîâàòåëíè âúçåëà âîäè äî ïðåêúñíàòîñò â òîçè åäèíè÷åí âúçåë (Âèæ
[12], Òåîðåìà 2.3) è çà ÁÔÁÑ ñëó÷àÿ å òî÷íî ñúùèÿ. Ñëåäîâàòåëíî íÿìà äà
ðàçãëåæäàìå òîçè ñëó÷àé ïîäðîáíî òóê.

5.3 Åðìèòîâè èíòåðïîëàöèîííè ñâîéñòâà

Òóê ùå ðàçãëåäàìå ÁÔÁÑ àíàëîãà íà Åðìèòîâèòå èíòåðïîëàöèîííè ñâîéñòâà
íà ÅÐÁÑ. Ùå âèäèì, ÷å çà ëîêàëíèòå ôóíêöèè å â ñèëà lk(t) ∈ F(Bk), è Áåòà-
ôóíêöèÿ B-ñïëàéí ôóíêöèèòå èìàò Åðìèòîâè èíòåðïîëàöèîííè ñâîéñòâà.
Îñíîâíèÿò ôàêò òóê å, ÷å

DjBk(tk) = 0, àêî k = 1, ..., n è j = 1, 2, ..., ik

êîåòî å ñâîéñòâî Ñ4((ã1).1) â Òåîðåìà 3.1. Íåêà ñåãà óâåëè÷èì îáîáùåíèåòî
êàòî èçïîëçâàìå ôóíêöèÿ îò ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò,

f : (t1, tn] → Rd, êúäåòî 1 ≤ d < ∞,

è íåêà èìàìå íà ïðåäâèä äåôèíèöèÿòà íà àôèííîòî ãëîáàëíî/ëîêàëíî èçîáðàæåíèå
ωi îò Îïðåäåëåíèå 5.3, êúäåòî si0 å íà÷àëíàòà ïàðàìåòðè÷íà ñòîéíîñò îò äîìåéíà
íà ëîêàëíàòà ôóíêöèÿ ñ èíäåêñ i è si1 å êðàéíàòà ïàðàìåòðè÷íà ñòîéíîñò.
Òîãàâà èìàìå ñëåäíèòå Åðìèòîâè èíòåðïîëàöèîííè ñâîéñòâà çà Áåòà-ôóíêöèÿ
B-ñïëàéí ôóíêöèÿòà.
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Òåîðåìà 5.1. Íåêà ðåäèöàòà îò ôóíêöèè ck : [sk0, sk1] ⊂ R→ Rd, êúäåòî 1 ≤
d < ∞, ïðèíàäëåæè íà F(Bk). Íåêà

f(t) =
n∑

k=1

ck ◦ ωk(t)Bk(t) (5.6)

å îáîáùåíàòà ÁÔÁÑ d-ðàçìåðíà âåêòîðíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ÷ðåç âåêòîðà
îò âúçëè {tk}n+1

k=0 è ëîêàëíèòå âåêòîðíè ôóíêöèè ck(s), k = 1, ..., n. Îçíà÷àâàìå
ãëîáàëíèÿ/ëîêàëåí "ñêàëèðàù" ôàêòîð ÷ðåç

δk =
sk1 − sk0

tk+1 − tk−1

, çà k = 1, 2, ..., n.

Àêî ñâîéñòâàòà â Òåîðåìà 3.1 çà èçïúëíåíè, òî

Djf(tk) = δj
k Djck ◦ ωk(tk), çà j = 0, 1, 2, ..., ik è k = 1, .., n. (5.7)

Äîêàçàòåëñòâî. Èç÷èñëÿâàéêè ïðîèçâîäíàòà íà (5.6) îòíîñíî t èìàìå

Df(t) =
n∑

k=1

(D(ck ◦ ωk)(t)Bk(t) + ck ◦ ωk(t)DBk(t)) .

Îò Bk(tk) = 1 (ñâîéñòâî Ñ1(a) â Òåîðåìà 3.1), Bk(tj) = 0, êîãàòî j 6= k (ñâîéñòâî
Ñ2) è DjBk(tk) = 0 çà âñÿêî j = 1, . . . , ik (ñâîéñòâî Ñ1((d1).1)), ñëåäâà ÷å

Df(tk) = D(ck ◦ ωk)(t)

= δk Dck ◦ ωk(t).

Òúé êàòî
D(Djck ◦ ωk)(t) = δk Dj+1ck ◦ ωk(t),

òî ñëåäâà èçðàç (5.7). Ñ òîâà ñâúðøà äîêàçàòåëñòâîòî.

Çàáåëåæêà 5.2. Òèïè÷íà ñèòóàöèÿ å êîãàòî äîìåéíà íà ëîêàëíàòà ôóíêöèÿ
å ñêàëèðàí äî ñòàíäàðòíèÿ "åäèíè÷åí" äîìåéí. Çà ïðèìåð êðèâèòå íà Áåçèå
èìàò äîìåéí, êúäåòî sk1 − sk0 = 1. Àêî êîìáèíèðàìå òîçè åäèíè÷åí äîìåéí ñ
óíèôèöèðàí âåêòîð îò âúçëè (uniform knot vector), êúäåòî tk+1 − tk−1 = 1 çà
k = 1, ..., n, òî ñêàëèðàùèÿ ôàêòîð δj

k çà k = 1, ..., n è çà j = 1, 2, ..., ik ìîæå äà
íå ñå âçåìà íà ïðåäâèä, êîåòî å ìíîãî ïîäõîäÿùî ïðè ïðàêòè÷åñêà óïîòðåáà.
Ïðè âñè÷êè äðóãè ñëó÷àè å âàæíî äà íå çàáðàâÿìå òåçè ñêàëèðàùè ôàêòîðè.
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ÁÔÁÑ ôóíêöèÿòà òî÷íî èíòåðïîëèðà ñòîéíîñòèòå íà ëîêàëíèòå é ôóíêöèè â
òåõíèòå ñúîòâåòíè âúçëè. Òÿ ñúùî òî÷íî èíòåðïîëèðà ïðîèçâîäíèòå íà íåéíèòå
ëîêàëíè ôóíêöèè äî ik ðåä â òåõíèòå ñúîòâåòíè âúçëè tk, k = 1, . . . , n, êúäåòî
ik å äàäåíî â Îïðåäåëåíèå 3.1 Òåçè äâà ôàêòà óâåëè÷àâàò âúçìîæíîñòòà çà
àïðîêñèìàöèÿ íà ôóíêöèÿ/êðèâà/ïîâúðõíèíà/äð. ÷ðåç èçïîëçâàíå àíàëîãè÷íî
íà ëîêàëíè ôóíêöèè/êðèâè/ïîâúðõíèíè/äð., êîåòî îò äðóãà ñòðàíè íè ïîçâîëÿâà
Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ íà îðèãèíàëíàòà ôóíêöèÿ â ñúîòâåòíèÿ âúòðåøåí âúçåë.
Ñëåäîâàòåëíî Åðìèòîâîòî èíòåðïîëàöèîííî ñâîéñòâî äàâà ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè
çà êîíñòðóêöèÿ íà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí ôóíêöèÿ:

• Êàòî âõîäíè ïàðàìåòðè èìàìå äàäåíè ôóíêöèÿ g(x), êîÿòî ùå èíòåðïîëèðàìå,
è ñòðîãî íàðàñòâàù âåêòîð {xk}n

k=1 îò ïàðàìåòðè÷íè ñòîéíîñòè, óêàçâàùè
èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè.

• Ñåãà ìîæåì äà ïîñòðîèì âåêòîð {tk}n+1
k=0 , êúäåòî

� tk = xk, çà k = 1, ..., n,
� t0 = x1,

� tn+1 = xn.

Àêî g(t) å ïåðèîäè÷íà, òî t0 = x1 − (xn − xn−1) è tn+1 = xn + (x1 − x0).

• Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà èçáåðåì òèïà íà ëîêàëíèòå ôóíêöèè, âêëþ÷èòåëíî
è ëîêàëíèÿ äîìåéí è áðîÿ íà ïðîèçâîäíèòå dk, êîèòî ùå èçïîëçâàìå.

• Ãåíåðèðàìå {ik}n
k=1 òàêèâà, ÷å ik ≥ dk, êúäåòî ik å äàäåíî â Îïðåäåëåíèå

3.1 è dk ñà äàäåíè ïî-äîëó.

• Íàêðàÿ ãåíåðèðàíå ëîêàëíèòå ôóíêöèè ck ÷ðåç Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ,

Djck ◦ ωk(tk) =

(
tk+1 − tk−1

sk1 − sk0

)j

Djg(xk), çà j = 0, 1, ..., dk,

êúäåòî dk å ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíèÿ ðåä íà Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ â
k-òèÿ âúçåë.

Òîâà å ïðèìåðåí àëãîðèòúì çà ðåàëèçàöèÿ íà Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ íà êðèâè
â 2D ÷ðåç èçïîëçâàíå íà Áåòà-ôóíêöèÿ Â-ñïëàéíà. Ñïåöèôè÷íîòî ïðè íåãî å
ãåíåðèðàíåòî äà äîïúëíèòåëåí âåêòîð îò öåëè ÷èñëà {ik}n

k=1, íàðå÷åíè êðàòíîñòè.
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Âñÿêà êðàòíîñò ñúîòâåòñòâà íà âúçåë îò êîíòðîëíèÿ ïîëèãîí. Êðàòíîñòèòå ìîãàò
äà áúäàò ðàçëè÷íè çà âñåêè âúçåë. Òåçè ÷èñëà ñà çàâèñèìè îò ðåäà íà Åðìèòîâàòà
èíòåðïîëàöèÿ âúâ âúçåëà, íà êîéòî ñúîòâåòñòâàò, çà äà èìàìå íåïðåêúñíàòîñò
è ãëàäêîñò, òå òðÿáâà äà ñà ïîíå ðàâíè íà ðåäà íà Åðìèòîâàòà èíòåðïîëàöèÿ
â ñúîòâåòíèÿ âúçåë. Ïðîèçâîäíàòà Dil+1Bk(t), l = k − 1, k, k + 1, íà ÁÔÁÑ
áàçèñíàòà ôóíêöèÿ å ïðåêúñíàòà (îò ïúðâè òèï) â t = tl (âèæ ñâîéñòâî Ñ4(ã2)
â Òåîðåìà 3.1).



Ãëàâà 6

Ïàðàìåòðè÷íè êðèâè â 3D

Â òàçè ãëàâà ùå îáñúäèì èíòåðïîëàöèÿòà íà ïàðàìåòðè÷íè êðèâè â 3D ÷ðåç
èçïîëçâàíåòî íà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíà.

×àñò 6.1 å âúâåäåíèå â òåìàòà îòíîñíî ïàðàìåòðè÷íè êðèâè â 3D. Â ÷àñò 6.3 ùå
êîìåíòèðàìå äåôèíèöèÿòà è èìïëåìåíòàöèÿòà íà "îòâîðåíè/çàòâîðåíè" êðèâè.
Â ÷àñò 6.2 ùå äèñêóòèðàìå èç÷èñëåíèåòî íà ÁÔÁÑ êðèâàòà, âêëþ÷èòåëíî íåéíèòå
ïðîèçâîäíèòå. Ñëåä òîâà â ÷àñò 6.4 ùå èçñëåäâàìå êðèâè íà Áåçèå êàòî ëîêàëíè
êðèâè, âêëþ÷èòåëíî Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ.

6.1 Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí êðèâè

Îáùàòà ôîðìóëà íà Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí êðèâà å

f(t) =
n∑

i=1

ci(t)Bi(t), (6.1)

êúäåòî ci(t), i = 1, ..., n, ñà ëîêàëíè êðèâè è Bi(t), i = 1, ..., n, ñà ÁÔÁÑ
áàçèñíèòå ôóíêöèè. Òóê ci(t) ñà ïîëèíîìèàëíè êðèâè îò ñúîòâåòíà ñòåïåí, êîÿòî
ìîæå äà âàðèðà îò âúçåë äî âúçåë. Êàêòî ìîæå äà ñå âèäè, ôîðìóëàòà å ïîäîáíà
íà ôîðìóëàòà íà îáèêíîâåíàòà ïîëèíîìèàëíà B-ñïëàéí êðèâà ñ èçêëþ÷åíèå íà
òîâà, ÷å ci(t) íå ñà òî÷êè, à êðèâè. Ñëåäîâàòåëíî Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíèòå

56
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Ôèãóðà 6.1: Ïðèáëèçèòåëíà 'ãëîáàëíà' Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéí êðèâà f(t)

(÷åðâåíî) ñ ÷åòèðè ëîêàëíè êðèâà (çåëåíî). Ãëîáàëíàòà êðèâà ñå ïîëó÷àâà êàòî
ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ëîêàëíèòå é êðèâè ñ Áåòà-ôóíêöèÿ B-ñïëàéíèòå.
Ãëîáàëíàòà êðèâà ñúùî èíòåðïîëèðà âñè÷êè ñúùåñòâóâàùè ïðîèçâîäíè íà
âñÿêà îò ñúñåäíèòå ëîêàëíè êðèâà â "ñðåäíèÿ" âúçåë äî ñúîòâåòíàòà
êðàòíîñò.

ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî äîïèðàòåëíè íà ëîêàëíè êðèâè. Ôèãóðà 6.1 ïîêàçâà
ïðèìåð íà êðèâà è íåéíèòå ëîêàëíè äîïèðàòåëíè êðèâè.

Ïðåäè äà èçñëåäâàìå ðàçëè÷íè òèïîâå ëîêàëíè êðèâè, ùå íè å íåîáõîäèì êîìåíòàð
êàê ùå èçãëåæäà êðèâàòà, àêî èçïîëçâàìå òî÷êè êàòî êîåôèöèåíòè, êàêòî ïðè
îáèêíîâåíèòå B-ñïëàéíè.

Çàáåëåæêà 6.1. Àêî çàìåíèì ëîêàëíèòå êðèâè ñ òî÷êè, êðàéíàòà êðèâà
ãåîìåòðè÷íî ùå èçãëåæäà êàòî ÷àñòè÷íî ëèíåéíà êðèâà ñ áåçêðàéíî ãëàäêà
ïàðàìåòðèçàöèÿ (ïðè ñòðîãî íàðàñòâàù âåêòîð îò âúçëè) è DjBk(tl) = 0

(îñíîâíî ñâîéñòâî 6, âèæ Òåîðåìà 3.1) ïðåäïîëàãà, ÷å âñè÷êè ïðîèçâîäíè íà f

òðÿáâà äà ñà íóëè âúâ âñåêè âúçåë: Djf(tl) = 0, j = 1, 2, ..., s, s = min
k=1,...,n

ik, l =

1, ..., n, êúäåòî il å äåôèíèðàíî ñïðÿìî Îïðåäåëåíèå 3.1 (òîâà å ïîêàçàíî â
äÿñíàòà ÷àñò íà Ôèãóðà 6.2). Ñëåäâà, ÷å âñè÷êè ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîêà ñòåïåí
(âåêòîðè) òðÿáâà äà ñà óñïîðåäíè íà êðèâàòà (ëèíèÿ), a ñëåäîâàòåëíî è íà
ïúðâàòà ïðîèçâîäíà. Ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè ïðîèçâîäíè íà f ùå îáðàçóâàò
ãåîìåòðè÷íî 'çâåçäà' ñúñðåäîòî÷åíà â íà÷àëîòî (âèæ ëÿâàòà ÷àñò íà Ôèãóðà
6.2).
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Ôèãóðà 6.2: Ëîêàëíèòå êðèâè ñà çàìåíåíè â òî÷êè. Êðàéíàòà êðèâà å â
äÿñíàòà ÷àñò. Êðèâàòà å íàðèñóâàíà ñ òî÷êè, çà äà ñå ïîêàæå "ñêîðîñòòà"
(denser is slower). Çâåçäàòà, îò ëÿâàòà ñòðàíà, å äèàãðàìà íà ïðîèçâîäíèòå
öåíòðèðàíè îêîëî íà÷àëîòî.

Â Îïðåäåëåíèå 5.1 å äàäåíà êëàñèôèêàöèÿ íà ëîêàëíè ôóíêöèè çàïàçâàùè
îñíîâíèòå ñâîéñòâà, ò.å C∞ ñâîéñòâîòî. Çà âåêòîðíè ôóíêöèè (ïàðàìåòðè÷íè
êðèâè), îãðàíè÷åíèÿòà íà ëîêàëíàòà ôóíêöèÿ ìîãàò äà ñå îáîáùÿò â ñëåäíàòà
çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 6.2. Ïî ïðèíöèï, åäèíñòâåíîòî îãðàíè÷åíèå ïðè èçáîðà íà ëîêàëíà
êðèâà ci(t) å, ÷å âñåêè îò ñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè íà ci(t) (êîèòî ñà ñêàëàðíè
ôóíêöèè) ïðèíàäëåæè íà F(Bi) (Îïðåäåëåíèå 5.1).

6.2 Ñòîéíîñò è ïðîèçâîäíè íà ÁÔÁÑ êðèâàòà

Ìîæåì äà äàäåì ïðîñò èçðàç çà èç÷èñëåíèå íà ïðîèçâîäíèòå íà ÁÔÁÑ êðèâàòà
êàòî èçïîëçâàìå ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö:

(f · g)(k) =
k∑

j=0

(
k

j

)
f (j) · g(k−j),

èìàìå

c(k)(t) =
n∑

i=1

k∑
j=0

(
k

j

)
c
(j)
i (t)B

(k−j)
i (t).

Íåêà äàäåì ìàòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ÁÔÁÑ êðèâàòà. Èìàìå

c(t) =
n∑

i=1

ci(t)Bi(t), (6.2)
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êúäåòî

ck(t) =

ik−1∑
µ=0

cµt
µ (6.3)

å ïîëèíîìèàëíà ëîêàëíà êðèâà.

Ùå ïðåçàïèøåì òîâà ðàâåíñòâî (6.3), êàòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Òåéëúð,

ck(t) =

ik−1∑
µ=0

1

µ!
c
(µ)
k (tk)(t− tk)

µ (6.4)

Ñåãà ìîæåì äà çàïèøåì ck(t) â ìàòðè÷íà ôîðìà ñ èçïîëçâàíåòî íà ìîíîìèàëåí
áàçèñ,

ck(t) = C (Mik,k(t)) , (6.5)

êúäåòî
C =

(
c
(µ)
k (tk)

)

å âåêòîð ñòúëá ñ ðàçìåðíîñò ik è èìà åëåìåíòè, êîèòî ñà ñúùî âåêòîðè ñ âñè÷êèòå
ïðîèçâîäíè íà ck(t) äî ðåä ik − 1 âúâ âúçåëà tk.
Mik,k(t) å âåêòîð ðåä ïðåäñòàâÿù ìîíîìèàëíèÿ áàçèñ öåíòðèðàí îêîëî tk,

Mik,k(u) =




1

(t−tk)
1!
...

(t−tk)ik−1

(ik−1)!




,

Íåêà íàïðàâèì ñìÿíà íà áàçèñà îò ìîíîìèàëåí â Áåðíùàéíîâ áàçèñ

Mik,k(t) = AkBrik,k(t).

Ñåãà ìîæåì äà çàïèøåì (6.5) â Áåðíùàéíîâ áàçèñ:

ck(t) = CAkBrik,k(t), (6.6)

êúäåòî Ak å ìàòðèöàòà íà ñìÿíàòà ìåæäó äâàòà áàçèñà è å ñ êîíñòàíòíè êîåôèöèåíòè.
Brik,k å ìàòðèöàòà íà Áåðíùàéíîâ áàçèñ.

Ìàòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ÁÔÁÑ êðèâàòà, äàäåíà â (6.2), å

c(t) = (ck(t)) (Bn(t)) , (6.7)
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êúäåòî Bn å âåêòîð-ðåä ñ åëåìåíòè âñè÷êè ÁÔÁÑ áàçèñíè ôóíêöèè Bk(t), k =

1, . . . , n.

Íàêðàÿ ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ìàòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ÁÔÁÑ êðèâàòà

c(t) = C Ak Brik,k(t) Bn(k) (6.8)

6.3 Îïðåäåëåíèå/èìïëåìåíòàöèÿ íà "îòâîðåíè"
è "çàòâîðåíè" êðèâè

Çà ÁÔÁÑ äåôèíèöèÿòà è èìïëåìåíòàöèÿòà íà 'îòâîðåíè' êðèâè è 'çàòâîðåíè'
êðèâè (âèæ [13] çà ñëó÷àÿ íà îáèêíîâåíè ïîëèíîìèàëíè B-ñïëàéíè) ñà àíàëîãè÷íè
ñ ÅÐÁÑ (âèæ [12], Ãëàâà 4: Curves, ×àñò 1: De�nition/implmentation of "open/-
closed" curves), ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà: íà ãðàíèöèòå íà 'îòâîðåíèòå' è 'çàòâîðåíèòå'
êðèâè ñúîòâåòíèÿ áðîé íà Åðìèòîâè èíòåðïîëàöèîííè óñëîâèÿ å îãðàíè÷åí îò
i0 è in.

6.4 Êðèâè íà Áåçèå êàòî ëîêàëíè êðèâè

Òåîðèÿòà íà òîçè âèä ëîêàëíè ïîëèíîìèàëíè êðèâè â ñëó÷àé íà ÁÔÁÑ å ñúùàòà
êàòî ïðè ÅÐÁÑ (âèæ [1] è [12]), ñ äîïúëíèòåëíîòî îãðàíè÷åíèå çà ÁÔÁÑ, ÷å
ñòåïåíòà íà Áåðíùàéí áàçèñà çà ëîêàëíèòå êðèâè íà Áåçèå íå ìîæå äà ïðåâèøàâà
ik â èíòåðâàëà [tk−1, tk+1]. Çà ÿñíîòà òóê å äàäåíî ñòàíäàðòíîòî îáÿñíåíèå. Íàøåòî
îïèñàíèåòî ñëåäâà [12], Ãëàâà 4: Curves, ×àñò 3: B�ezier curves as local curves.

Êàòî öÿëî å ìíîãî óäîáíî êðèâèòå íà Áåçèå äà ñå ïîëçâàò êàòî ëîêàëíè êðèâè.
Êðèâèòå íà Áåçèå ñå äåôèíèðàò îò:

c(t) =
d∑

i=0

ci bd,i(t), àêî 0 ≤ t ≤ 1, (6.9)

êúäåòî îñíîâíèòå ôóíêöèè ñà ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí.

bd,i(t) =

(
d

i

)
ti (1− t)d−i ,
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è êúäåòî ci ∈ Rn, i = 0, 1, ...d ñà ñúîòâåòíî êîåôèöèåíòè è êîíòðîëíèÿ ïîëèãîí
(control polygon), d å ïîëèíîìíàòà ñòåïåí, è n îáèêíîâåíî å 2 èëè 3 (íî ìîæå
äà áúäå âñÿêàêâî öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî).

Ñúùåñòâóâàò òðè ðàçëè÷íè àëãîðèòúìà çà èç÷èñëåíèå íà (6.9) èçïîëçâàíè çà
Áåçèå êðèâè:

i) àëãîðèòúì íà Äå Êàñòåëüî,
ii) àëãîðèòúì íà Êîêñ/Äå Áóð,
iii) äèðåêòíî èç÷èñëåíèå íà ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí.

Çà ïî-ñïåöèôè÷íè ñòåïåíè ïðåäâàðèòåëíî èç÷èñëåíèòå ïîëèíîìè íà Áåðíùàéí
äàâàò íàé-áúðçèÿ àëãîðèòúì, íî êàòî öÿëî âåðñèÿòà íà Êîêñ/Äå Áóð å íàé-
ãúâêàâèÿ è íå ïî-ìàëêî áúðç àëãîðèòúì. Âñå ïàê òóê íå ñå çàñÿãà èç÷èñëÿâàíåòî
íà êðèâè íà Áåçèå, òúé êàòî òîâà å äîáðå ïîçíàòî è ðàçãëåæäàíî ìíîãî ïúòè
äîñåãà. Îò äðóãà ñòðàíà ùå ñå ðàçãëåäà ïî-îñîáåí àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå è
èíòåðïîëàöèè íà Åðìèò çà ëîêàëíè êðèâè êîãàòî òåçè êðèâè ñà êðèâè íà Áåçèå.

Çà ïðåñìÿòàíåòî è èíòåðïîëàöèÿòà íà Åðìèò (ùå áúäàò ðàçãëåäàíè ïî-êúñíî)
ùå áúäå èçïîëçâàíà îáîáùåíàòà ìàòðèöà íà Áåðíùàéí/Åðìèò (èíòåðïîëàöèîííè
ìàòðèöè ñà ðàçãëåæäàò â [15])

Bd(t, δ) =




bd,0 (t) bd,1 (t) . . . bd,d (t)

δ Dbd,0 (t) δ Dbd,1 (t) · · · δ Dbd,d (t)
... ... . . . ...

δdDdbd,0 (t) δdDdbd,1 (t) · · · δdDdbd,d (t)




. (6.10)

Îñîáåíîñò íà òàçè ìàòðèöà (6.10) å ñêàëèðàùèÿ ôàêòîð δj, êúäåòî j, ñòåïåííèÿ
ïîêàçàòåë, å íîìåðà íà ðåäà (ïúðâèÿò ðåä å îçíà÷åí ñ 0). Ïðè÷èíàòà çà òîâà
ñêàëèðàíå ùå áúäå îáÿñíåíà ïî-êúñíî. Â èíòåðïîëàöèÿòà íà Åðìèò δ = 1.
Ñåãà ùå áúäå ïðåäñòàâåí àëãîðèòúìà çà èç÷èñëåíèå íà îáîáùåíàòà âåðñèÿ íà
ìàòðèöàòà. Ïî-êúñíî ùå ñå ðàçãëåäà êàê äà áúäå èçïîëçâàíà.

Ïúðâî, ðàçãëåæäàìå äðóãà ìàòðèöà: T(t) : Rk → Rk−1, äåôèíèðàíà â àëãîðèòúìà
íà Äå Êàñòåëüî. Tÿ å îãðàíè÷åíà ïî ðàíã äèàãîíàëíà ìàòðèöà, îáèêíîâåíî äî
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äâå, è ñ åëåìåíòè 1− t è t íà íåíóëåâèòå äèàãîíàëè.

Ñåãà ìîæå äà ðàçãëåæäàìå ìàòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå çà êðèâà íà Áåçèå îò n-òè
ðåä:

c(t) = T1(t)T2(t) . . . Tn(t)C, (6.11)

êúäåòî èíäåêñèòå 1, 2, . . . n, îçíà÷àâàò íîìåðàòà íà ðåäîâåòå â ñúîòâåòíàòà ìàòðèöà
Ti, i = 1, . . . , n. Ïðîèçâîäíàòà íà òàçè êðèâà ñå îïðåäåëÿ îò ñëåäíàòà ôîðìóëà

c(k)(t) = n(n− 1) . . . (n− k + 1) T1(t)T2(t) . . . Tn−k(t) T ′
n−k+1T

′
n−k+2 . . . T ′

n C

=
n!

(n− k)!

n−k∏

i=1, k<n

Ti(t)
n∏

j=n−k+1

T ′
j(t) C, k = 0, . . . , n.

(6.12)

Ïðîèçâîäíàòà íà ìàòðèöàòà Ti(t), îçíà÷åíà êàòî T ′
i , i = 1, . . . , n, å ìàòðèöà

íåçàâèñèìà îò t è å äèàãîíàëíà ìàòðèöà ñ ðàçìåð íà äèàãîíàëà äâå, è åëåìåíòè
−1 è 1.

Ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ ñà ïðèìåð çà (6.11) çà êðèâà íà Áåçèå îò 3-òà ñòåïåí è
òðèòå è ïðîèçâîäíè â ìàòðè÷íà ôîðìà.

c(t) = T1(t)T2(t)T3(t) C,

c′(t) = 3 T1(t)T2(t) T ′
3 C,

c′′(t) = 6 T1(t) T ′
2T

′
3 C,

c′′′(t) = 6 T ′
1T

′
2T

′
3 C,

Àêî ñå èçâåäàò òåçè óðàâíåíèÿ ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî ìàòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå çà
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êðèâà íà Áåçèå îò 3-òà ñòåïåí è òðèòå é ïðîèçâîäíè:

c(t) =
(

1− t t
)


 1− t t 0

0 1− t t







1− t t 0 0

0 1− t t 0

0 0 1− t t







c1

c2

c3

c4




,

c′(t) = 3
(

1− t t
)


 1− t t 0

0 1− t t







−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1







c1

c2

c3

c4




,

c′′(t) = 6
(

1− t t
)


 −1 1 0

0 −1 1







−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1







c1

c2

c3

c4




,

c′′′(t) = 6
(
−1 1

)

 −1 1 0

0 −1 1







−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1







c1

c2

c3

c4




.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

i) Àêî èç÷èñëÿâàìå îò äÿñíàòà ñòðàíà (ïðåíåáðåãâàéêè íóëèòå) ïîëó÷àâàìå
àëãîðèòúìà íà Äå Êàñòåëüî..

ii) Àêî èç÷èñëÿâàìå îò ëÿâàòà ñòðàíà ïîëó÷àâàìå àëãîðèòúìà íà Êîêñ/Äå
Áóð.

iii) Àêî óìíîæèì ìàòðèöèòå îò ëÿâàòà ñòðàíà ñ êîåôèöèåíòíèÿ âåêòîð îò
äÿñíàòà ñòðàíà ïîëó÷àâàìå ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí è òåõíèòå ïðîèçâîäíè.

Â ÷àñò 5.3 áÿõà ðàçãëåäàíè ñâîéñòâàòà íà èíòåðïîëàöèÿòà íà Åðìèò. Àêî îáëàñòòà
íà êðèâàòà íà Áåçèå å ñêàëèðàí, êàêòî å íîðìàòà, ïîðàäè ãëîáàëíîòî/ëîêàëíî
àôèííî èçîáðàæåíèå (âèæ (5.4) â Îïðåäåëåíèå 5.3), òî, çà äà èç÷èñëèì íàïðèìåð
ëîêàëíàòà Áåçèå êðèâà ci(t), j-òàòà ïðîèçâîäíà òðÿáâà äà áúäå ñêàëèðàíà ñ
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ãëîáàëíèÿò/ëîêàëåí "ñêàëèðàù ôàêòîð" δj
i êúäåòî

δi =
1

ti+1 − ti−1

, (6.13)

êàêòî å îïèñàíî â Òåîðåìà 5.1. ×èñëèòåëÿò â äðîáòà å 1 çàùîòî îáëàñòòà íà
êðèâèòå íà Áåçèå å [0, 1]. Òúé êàòî ìàòðèöàòà (6.10) ñå èçïîëçâà â èíòåðïîëàöèèòå
íà Åðìèò è â èç÷èñëÿâàíåòî íà ëîêàëíè êðèâè, òÿ òðÿáâà äà âêëþ÷âà ñêàëèðàíåòî,
êàêòî áåøå îïèñàíî ïðåäè. Îòòóê ñå ïîëó÷àâà àëãîðèòúìà çà îáðàçóâàíåòî íà
ìàòðèöàòà Bd(t, δ) îïèñàíà â (6.10).

Â òîçè ðàçäåë áå ðàçãëåäàí ïîäðîáíî ïðèìåð çà êóáè÷íà êðèâà íà Áåçèå.
Îïèñàíèåòî âàæè çà ñúîòâåòíîòî ìàòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâà íà Áåçèå
îò âñÿêà ñòåïåí (ñúîòâåòíî ðàçìåðà íà íàé-ãîëÿìàòà ìàòðèöà â ìàòðè÷íîòî
ïðåäñòàâÿíå). Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà ìåæäó ñëó÷àèòå íà ÁÔÁÑ è ÅÐÁÑ å, ÷å
â íàøèÿ ñëó÷àé òàçè ñòåïåí èëè ðàçìåð íà íàé-ãîëÿìàòà ìàòðèöà, íå ìîãàò äà
ïðåâèøàâàò ik, äîêàòî â ñëó÷àÿ íà ÅÐÁÑ íÿìà îãðàíè÷åíèÿ.

6.4.1 Ëîêàëíè êðèâè íà Áåçèå è èíòåðïîëàöèÿ íà Åðìèò

Èíòåðïîëàöèÿòà íà Åðìèò ïðè ÁÔÁÑ å ñúùî àíàëîãè÷íà ñ òàçè íà ÅÐÁÑ ñúñ
ñúîòâåòíè îãðàíè÷åíèÿ çà ðåäà íà èíòåðïîëàöèÿòà âúâ âúçëèòå. Îáÿñíåíèåòî
ñëåäâà [12], Ãëàâà 4: Curves, ×àñò 3.1: Local B�ezier curves and Hermite interpo-
lation, ñúñ ñúîòâåòíè èçìåíåíèÿ îòíàñÿùè ñå äî êðàòíîñòòà ik âúâ âúçåëà tk,
k = 1, . . . , m.

Îò óñëîâèÿòà â ÷àñò 5.3, ïðèëîæåíè êúì ÁÔÁÑ êðèâèòå ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî:

• Äàäåíà å êðèâà g(t), g : [tstart, tend] ⊂ R → Rn, êúäåòî ìîæå äà èìàìå
n = 1, 2, 3, ...,

• Äàäåí å áðîé ñòîéíîñòè m > 1, è áðîé ïðîèçâîäíè {di}m
i=1 > 0 âúâ âñÿêà

îò òî÷êèòå èçïîëçâàíè â èíòåðïîëàöèÿòà.

• Ñúçäàâàìå âúçëîâ âåêòîð ÷ðåç:
� ïúðâî îïðåäåëÿìå t1 = tstart,
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� ñëåä òîâà îïðåäåëÿìå tm = tend.
� Òîãàâà çà i = 2, 3, ...,m − 1 ãåíåðèðàìå ti òàêèâà, ÷å ti−1 < ti, è êúäåòî
tm−1 < tm.
� Íàêðàÿ, t0 è tm+1 òðÿáâà äà áúäàò íàãëàñåíè ñïîðåä ïðàâèëàòà çà
îòâîðåíè/çàòâîðåíè êðèâè.

• Îáðàçóâàìå âåêòîð îò öåëè ÷èñëà {ik}m
k=1, ik ≥ dk.

• Îáðàçóâàìå ÁÔÁÑ êðèâà èçïîëçâàéêè âúçëîâèÿ âåêòîð {ti}m+1
i=0 , è ñúçäàâàìå

ëîêàëíè êðèâè ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å ëîêàëíàòà ÁÔÁÑ êðèâà èíòåðïîëèðà
{Djg(ti)}di

j=0, çà i = 1, ..., m.

Òîâà ïðèëè÷à íà íàãàæäàíå íà îñíîâíèÿ èíòåðïîëàöèîíåí ìåòîä íà Åðìèò,
èçïîëçâàí çà îáðàçóâàíå íà àïðîêñèìàöèÿ íà êðèâà. Ñïåöèôè÷íî å îáðàçóâàíåòî
íà ëîêàëíàòà êðèâà. Ïúðâî, äåôèíèöèîííàòà îáëàñòòà íà êðèâàòà íà Áåçèå å
[0, 1]. Ïîñëå îò Òåîðåìà 5.1 èìàìå (â ñúîòâåòñòâèå ñ ëîêàëíàòà äåôèíèöèîííà
îáëàñò íà êðèâèòå íà Áåçèå):

Djf(ti) = δj
i Djci ◦ ωi(ti), çà j = 0, 1, 2, ... è i = 1, .., m,

êúäåòî f(t) å ÁÔÁÑ êðèâàòà, ci(t) ñà êðèâè íà Áåçèå, è

ωi(ti) =
ti − ti−1

ti+1 − ti−1

e ãëîáàëíîòî/ëîêàëíîòî èçîáðàæåíèå (global/local mapping) îò Îïðåäåëåíèå 5.3,
è

δi =
1

ti+1 − ti−1

, çà i = 1, 2, ...,m,

å ãëîáàëíèÿ/ëîêàëíèÿ êîåôèöèåíò íà íàðàñòâàíå (global/local scaling factor) íà
îáëàñòòà îïðåäåëåíà â Òåîðåìà 5.1. Òîâà ïîêàçâà ÷å ÁÔÁÑ êðèâàòà å íàãëàñåíà
îò ñêàëèðàùèÿ ôàêòîð (êîåôèöèåíòà íà íàðàñòâàíå) íà îáëàñòòà, èíòåðïîëèðàù
ëîêàëíàòà êðèâà ci(t) çà âñè÷êè ïðîèçâîäíè âúâ âúçåëà ti çà i = 1, ..., m. Îòòóê
ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèåòî çà èíòåðïîëàöèèòå íà Åðìèò çà ëîêàëíà êðèâà íà
Áåçèå ñ èíäåêñ i:

Dsg(ti) = Dsf(ti) = δs
i Dsci ◦ ωi(ti) = δs

i

di∑
j=0

ci,jD
sbdi,j ◦ ωi(ti), çà s = 0, ..., di
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Òîâà ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà âúâ âåêòîðíà/ìàòðè÷íà ôîðìà,

Bdi
(ωi(ti), δi) ci = ĝi (6.14)

êúäåòî Bdi
(ωi(ti), δi) å ìàòðèöàòà íà Áåðíùàéí/Åðìèò îïèñàíà â óðàâíåíèå

(6.10), à

ci =




ci,0

...
ci,d




ñà êîåôèöèåíòèòå íà ëîêàëíèòå êðèâè íà Áåçèå ñ èíäåêñ i, a

ĝi =




D0g(ti)
...

Dd
i g(ti)




å âåêòîð, êîéòî å òèïè÷åí ðåçóëòàò îò èç÷èñëåíèåòî íà îñíîâíà ïàðàìåòðèçèðàíà
êðèâà.

Ïîñëåäíàòà ñòúïêà â îáðàçóâàíåòî íà ëîêàëíè êðèâè íà Áåçèå å ðåøàâàíåòî íà
óðàâíåíèå (6.14) îòíîñíî êîåôèöèåíòèòå íà Áåçèå ci,

ci = Bdi
(ωi(ti), δi)

−1 ĝi. (6.15)

Çàêëþ÷åíèåòî, å ÷å çà äà ñå ïðåñìåòíå êîåôèöèåíò íà ëîêàëíè êðèâè íà Áåçèå
(6.15) ïúðâî òðÿáâà äà ñå ïðåñìåòíå ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà íà Áåðíùàéí/Åðìèò,
ñëåä êîåòî äà ñå íàìåðè îáðàòíàòà ìàòðèöà è äà ñå óìíîæè ñ "èç÷èñëèòåëíèÿ"
âåêòîð íà îðèãèíàëíàòà êðèâà. Ñåãà íÿìà äà ñå ðàçãëåæäà îáðúùàíåòî íà
ìàòðèöà, íî èìà ìíîãî ïðîãðàìíè áèáëèîòåêè ñúäúðæàùè åôåêòèâíè àëãîðèòìè
çà îáðúùàíå íà ìàòðèöà, âèæ çà ïðèìåð [16].

Ïî îïðåäåëåíè ïðè÷èíè ïðåäèìñòâî å äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè êîåôèöèåíòè ñëåä
ïðåñìÿòàíåòî íà (6.15), òàêà ÷å èíòåðïîëàöèîííàòà òî÷êà äà å "â ëîêàëíîòî
íà÷àëî". Òîãàâà òðÿáâà äà ñå èçâàäè g(ti) îò âñè÷êè êîåôèöèåíòè â êîíòðîëíèÿ
ïîëèãîí (control polygon) ci íà ëîêàëíàòà êðèâà íà Áåçèå è ïîñëå òîâà òðÿáâà
äà ñå åëèìèíèðà êàòî ñå âìúêâà ïðîòèâîïîëîæíî äâèæåíèå êúì ãðàôè÷íàòà
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õîìîãåííà ìàòðè÷íà ñèñòåìà. Ïîä "õîìîãåííà ìàòðèöà" ñå ðàçáèðà, ÷å êîîðäèíàòèòå,
äàäåíè â ìàòðèöàòà, ñà õîìîãåííè. Óñëîâèåòî ðàçáèðà ñå å, ÷å òàçè õîìîãåííà
ìàòðè÷íà ñèñòåìà ó÷àñòâà â îáùîòî èç÷èñëåíèå.



Ãëàâà 7

Çàêëþ÷åíèå

Ñ òàçè äèïëîìíà ðàáîòà ïðåäñòàâèõìå åäèí íîâ âèä B-ñïëàéí ôóíêöèÿ � Áåòà-
ôóíêöèÿ B-ñïëàéí. Ñúùî òàêà äàäîõìå îñíîâíàòà ôîðìóëà çà èç÷èñëÿâàíå íà
B-ñïëàéí áàçèñíèòå ôóíêöèè è ïðåñìåòíàõìå òàçè ôîðìóëà â íÿêîëêî ðàçëè÷íè
áàçèñà. Óñïÿõìå äà ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì íÿêîé âàæíè ñâîéñòâà íà Áåòà-
ôóíêöèÿ B-ñïëàéíà è äà ïðåäñòàâèì èíòåðïîëàöèÿòà íà êðèâè.

Êàòî áúäåùà ðàçðàáîòêà ìîæå äà ñå ðàçâèå òåîðèÿòà çà èíòåðïîëàöèÿ íà ðàçëè÷íè
ïîâúðõíèíè (ïîâúðõíèíè, ïîëó÷åíè êàòî òåíçîðíè ïðîèçâåäåíèÿ, ïîâúðõíèíè
íà Ãîðäúí, äâó- è òðè-àðãóìåíòíè Áóëåâè ñóìè è äð.) è òðèàíãóëàöèè. Ñúùî
òàêà ùå áúäå èíòåðåñíî äà ñå íàïðàâè êîìïþòúðíî ïðèëîæåíèå, ïîëçâàùî
ÁÔÁÑ çà èíòåðïîëàöèÿ íà êðèâè è ïîâúðõíèíè. Ïðèìåð çà òîâà ìîæå äà áúäå
âèäÿí â [11] � äèïëîìíà ðàáîòà, ïðåäñòàâåíà è ðàçðàáîòåíà â óíèâåðñèòåòà â
Íàðâèê, Íîðâåãèÿ îò Íåäÿëêà Äåëèñòîÿíîâà è Èâàíà Ãàí÷åâà, ïîä ðúêîâîäñòâîòî
íà ïðîô. Ëþáîìèð Ò. Äå÷åâñêè.
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